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INTRODUCTION. 



Q.CELQUES personnes, qui ont Men voulu 
giiider mes premiers pas dans la carriere 
des* sciences 9 et parmi lesquelles je cite-** 
rai avec reconnaissance MM. Laplace et 
Poisson? ayant temoigne le desir de me 
voir publier le Cours d'anafyse de FEcole 
royale polytechnique , je me suis decide 
armettre ce COHFS par ecrit pour la pins 
grand e litifite des eleves* J^e'a ofFre ici-Ia pre- 
miere partie connue sons le nom $ Analyse 
algebrique, et dans laqnelle je traite suc- 
cessirement des direrses especes de fonc- 



OEuvres de C> S. II, I. III. 



ij INTRODUCTION* 

tioas reelles on imaginaires ? des series 
convergentes on dirergentes^ de fa resolu- 
tion des equations, et d la decomposition 
des fractions jationnelles* En parlant de 
la continulte des fonctions f je n*ai pu me 
dispenser de Faire connaitre les proprietcs 
principales des qnantstes i.nfiniment pe 
tites , proprieties qui .servent de Base au. 
eaicul infinitesimal* Enfin 9 dans les preli- 
minai.res et dans qu^Iques notes placees a 
la fin du volume 9 j f ai preaente des deve~ 
ioppemena qui peuvent etre utiles soit aux 
Professeers et anx Eleves des Colleges 
royaux , soit. 4 ceux qui veulent faire ue 
^tude speciale de Fanalyse e 

Quant aux methodes , j 9 ai clfercLte a leur 
Conner tonte la, rigiieu? qu'on exige .en 
geometrie 9 de maniere a ne jamais recou- 
rir aux raison.s -tirees- de la generate de 
falgelnief Les raisoB-s de cctte esp.ee. 9 . quoi- 
quensseas communemeRt adeiises! sui^tout 



INTRODUCTION. iij 

Ie passage des series convergentes 

aux series divergentes > et des quantites 
beetles aux expressions imaginaires, ne peu- 

vent etre considerees t ce me semble , que 
comm.e. des inductions propres a faire pres- 
seiitir qudiquefpis la verite , mais qisi s'ac- 
eordent pen avec F exactitude si vantee des 
sciences mattematiques^ On doit meme 
observer qi/elfes tendent a faire attribuer 
anx formules aigebriqnes line etendue in 
definie 9 tandis qne^ dans la realite, la pin- 
part de ces formnles snbsistent nftiqnement 
certaines conditions 9 et pour certaines 
vaieurs des qtiantites qn'elles renferment* 
En determinatnt ces^ conditions et ces va- 
Ieure 5 et en fixant d'uifie maniere precise f e 
sens des notations dont je me .sers 9 je fais 
disparaitre toii'te incertitude ; et ^ors les 
difFerentes formnles ne presentent pins qne 
des relations enti^ lesqu^ntites reelles, re- 
lations qu'il est top jours facile de verifier 
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par la substitution des norabres aux .qnaft* 
tites elfes-memes* H est vrai que, pour 
rester constamment fidele a ces principes> 

je me suis vu force d'adniettre plusieurs 
propositions qui para! trout peut-etre uii 
peu dures ati premier abord* Par example f 
j'enonce dans le cliapitre VI, qpturte seme 
divergente n'apas de somme ; dans le eb'&* 
pitre VII, qn'une equation imagfomire e$t 
settlement la representation syttiboliifue 
de deux equations entre quantite reelles; 
daiis le chapitre IX 5 que f si des constantes 
on des variables- comprises dans unefonc* 
tion-j apres avoir ete supposees reelles , 
deviennent imaginaires / la notation, a 
I'mde de laquelle la fonctibn se trouvait 
exprimee, ne peutdtre conservee dans le 
% calctfl qu'en vertu d'une convention nou- 
velle propre a fixer le sens de cette nota- 
tion dans la derniere hypothese; &c Mais 
ceuxqui liront mon ouvrage reconnattyont 9 



INTnODUCTiON* V 

jc i'lspm?, ijiie lea cle cette 
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i!t % cle Ics theo- 

ries f et den a 

ties f an 

f analyse, et 

stijetri ill* reeherehes nr sans 

Ainsi , dVlfeotuer la 

Muumnttun ffaiiiriiiii* Hi*rit% dit examiner 
quels ea*s li 1 ^ etn* som- 

iaees y <m, en d*aulres qttelles sont 

Ies4 cir ennvergenco ; et 

j'aij a re sujet y ^enerales 

tfiii 1 ma 
tiotu 

Ait f si J ! 2il ehet A che 9 a 

|iei*iectiotuiei ft mfttheinatiquc 9 da 
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metbode qu'on puisse employer avec suc'ccs 
consiste a observer les faits eta soumettre 



les observations' au calcuL Mais c@ | 

I 
serait nne erreiir grave de penser qu f on ne 4, 

trouve la certitude quo daas les demonstra- 'f 

tioiis geometriqueSj OH dans ie temoignage . i if 

des sens 5 et quoiqtie personne |iisqii 9 a ce !j 

jour n f ait essaye de prouvef par Fanalyse ;{ 

, fa 

fexistence dTAnguste on cefie de Louis XI V 9 " ' K 

tout tomme. sense conviendra qne eette { 

existence est aussi certaine pour lui que' le | 

%rce de f fctypotlieniise on le tlieoreme -de 
Macl&unn* Je dirai plus 5 la demonstration 
de ce . dernier tlieoreine est a la portee d ? tin 

petit nombre d'esprits^ et les savans enx- 

f 
memes. ne sont pas tons d*accord sur Fe- 

Jtendue qu^on doitlui atttibuer ; tandis que 

tout Je monde. sait fort bien par qui la France 

ja ete gouvernee dans Je'dix-septieme siecle^ 

et qu'il ne pent s ? eleyer a ce sujet aucune . 

contestation raisonnable* Ce quc je dis ici 
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tFim fait Mstoriqiie-peiits\ppliqiifer ^gale^ 
ment a line foule de 'questions 5 en religion * 
en morale , en polltiquea Soyons<do'ft6 per* 
suades: qu'il existe des verltes autres que les 
verites de f algebre-i des reaiites mitres que 
les- objets seasibles^. Cultrvxms avec ardeur 
ies scienceS'HiatliematiqiieSj sans vouloir ies 
etendre- am-dela de leur domaine ; et n 9 al- 
Ions pas imd.giner-qu 9 on puisse atta- 

quer Fliistoire avec des formiiles^ ni doe- 
ner pour sanction a la morale des tteoremes 
d'algebre ou de caleul integral.- 

En terminant cette Introduction , je rie 
puis me dispenser de -reconnaitre quf les 
Itimieres et Ies conseils de plusieurs per- 
sjonEes -m f ont ete fort utiles, particuliere- 
ment ceux de MM* Pbisson, Ampere et 
s: Je dois ! a ce- dernier ? entre a'utres 
i la regfe sur la convergence des 
produits composes d\in nombre infini de 
facteurs, et fai profite plusieiirs fois des 
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observations dc M, Ampere, ainsi que des 
nuithodes qu'il developpe dans ses Leco.ns 
d'analyse. 



COURS D'ANALYSE 



DE 



L'ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE. 



PRELIMINAIRES. 

REVUE BBS DIVERSES ESPECES DE QUANTITES REEtLES QUE L'ON PEUT CONSIDERED, SOIT 
EN ALGEBRE, SOIT EN TRIGONOMETRIE, ET DES NOTATIONS A I/ AIDE DESQUELLES ON 
LES REPRESENTS. DES MOYENNES ENTRE PLUS1EUKS QUANTITES, 



Pour eviter toute espece de confusion dans le langage et I'ecriture 
algebriques, nous allons fixer dans ces preliminaires la valeur de plu- 
sieurs termes et de plusieurs notations que nous emprunterons soit a 
TAlgebre ordinaire, soit a laTrigonometrie. Les explications que nous 
donnerons a ce sujet sont necessaires, pour que nous ayons la certi- 
tude d'etre parfaitement compris de ceux qui liront cet Ouvrage. Nous 
allons indiquer d'abord quelle idee il nous parait convenable d'atta- 
chcr a ces deux mots, nombre et quantite. 

Nous prendrons toujours la denomination de nombres dans le sens 
oil on Temploie en Arithmetique, en faisant naitre les nombres de la 
mesure absolue des grandeurs, et nous appliquerons uniquement la 
denomination de quantites aux quantites reelles positives ou negatives* 
c'est-a-dire aux nombres precedes des signes -4- ou . De plus, nous; 
regardefons les quantites comme destinees a exprimer des, accroisse- 
ments ou des diminutions; en sorte qu'une grandeur donnee sera 
siniplement representee par un nombre, si Ton so contente de la 
comparer a une autre grandeur de meme espece prise pour unite, et 
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comme devant servir a 1'accroissement ou a la diminution d'une gran- 
deur fixe de la meme espece. Cela pose, le signe -+- ou place devant 
un nombre en modifiera la signification, a peu pres comme un adjectif 
modifie celle du substantif. Nous appellerons valeur numerique d'une 
quantite le noirfbre qui en fait la base, quantites egales celles qui ont 
le meme signe avec la meme valeur numerique, et quantites opposees 
deux quantites egales quant a leurs valeurs numeriques, mais affec- 
tees de signes contraires. En partant de ces principes, il est facile de 
rendre compte des diverses operations que Ton peut faire subir aux 
quantites. Par exemple, deux quantites etant donnees, on pourra tou- 
jours en trouver une troisieme qui, prise pour accroissement d'ua 
nombre fixej si elle est positive, et pour diminution dans le cas con- 
traire, conduise au meme resultat que les deux quantites donates, 
employees Tune apres 1'autre a pareil usage. Cette troisieme quan- 
tite, qui & elle seule produit le meme effet que les deux autres, est ce 
qu'on appelle leur somme. Atnsi les deux quantites 10 et -4-7 ont 
pour somme 3, attendu qu'une diminution de 10 unites, jointe k 
une augmentation de 7 unites, equivaut a une diminution de 3 unites. 
A/outer deux quantites, c'est former leur somme. La difference entre 
une premtfere quantite et une seconde, c'est une troisieme quantite 
qui, ajout6e a la seconde, reproduit la premiere. Enfin, on dit qu'une 
quantite est plus grande ou plus petite qu'une autre, suivant que la dif- 
ference de la premifere a la seconde est positive ou negative. D'apren 
cette definition, les quantit6s positives surpassent toujours les quan- 
tites negatives, et celles-ci doivent etre considerees comme d'autant 
plus petites que leurs valeurs numeriques sont plus grandes. 

En Algebre, on represente, non seulement les nombres, mais aussi 
les quantit^B, par des lettres. Comme on est convenu de ranger IBB 
noaibres absohis dans la classe des quantites positives, on peut d6si~ 
gner la quantity positive qui a pour valeur numerique le nombre A, 
sort par -f- A, soil par A seulement, tandis que la quantite negative 
oppos6e se trouve repr6sentee par A. De meme. dans le cas oti It 
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synonymos It 4 s doux oxprossions a ot -H ot do ropresentor par --- 
la quantito opposoo it h#. Cos romarqucs stiifisent pour etablir 
qu'on nppollo la rtf*/** <fas signes (w/r la Note I), 

On nomino qitanltti'iviriVi^/r'colle quo Pon considbro commo dova 
rorovoir surooHsivomont plusiours valours difforontos lus unos d 
aiilros. On di ; Higit k 11111* somhlahio quantil^ par uno latiro prise ore 
lijiifPitii^iif psirtiii ICH dornit k reH tlo Fulphaht 1 !* On appollo an contrai 
quanlil^ cn/ix(<sntr, rt I*on cl^sigiu 1 ordinairemont par urn* dos pr 
iiiii*ri*H lettri's da I*alpliiiiH*t touto quantiti* qui rogoit line valour ft 
it ilolormititV. LcifHtjiH 1 ! h*H vaiotirs sucrossivomont itltrilniees a u; 
inriiii 1 variablo tuipprm'tietst indrHtiifnonl d'une valour lixo f do in 
!iii*fi* it fiiiir pur on difforrr aussi pen quo Pcin voudra, collo dr 
nioro osi appolt^o lit limitc do loutos ton autros. Atnsi par oxoinpl 
mi iiiiiiiliri 1 irrationnol ost la litnito dos divorsos fractions qui on foi; 
niHKont doH valours di plus on plus approohoos. Kn (loomotrlo, la si 
ftit*! 1 clt! eorelt* isl la liaiito vors htquotlo, oonvorgont los nurfacoH d 
poiygonoH insorils, tandin quo lo nomhro do lourncAtos orolt do pt 
1*11 plii^ oto. 

I^ornquo Im valours tuimrirtquoH Hiuu'.osuivort d f uno monio variitl 

ilotToissont indoiitiimortt, do iiiiiniiVa 11 H f abuiHttor au-ilannouH do tu 

nombro doutio t *ott variable daviont co qu f on nommo un in/tni/m 

uti ttno quaatit^ m//umm$ /wtite, Uno variable do ctitlo ospoei 

/in> jiaur limito. 

i* Irs vaiourn ttumoriquos HitcconsivoH d'una mdmo varial 
do pliiH on plus, do iiiitniora It s*olovor au*doHHUH do to 
tiiiinbro iloiino, on dit quo ooilo variablo a pour limito Yinjtni posit 
imliquo par lo nigno * n't! H f ngil d'uno variubio pusitivo, ot IV/j/ 
iiifliqttt* par lit notation so, 8 f il s'agit d*uno variablo noj, 
Itvo. LOH tiittittH positif ot n^gutifnont d^Hignon conjotntomtmt 
no m tit* f ttwttitfs iVi/iViiri, 

Lin ijtiaiittttk qui s pr^nontont, <lan lo caicul, commo ron 
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nature des operations qui les produisent. C'est ainsi que Ton dis- 
tingue, en Algebre, les sornmes et differences, les produits et quo- 
tients, les puissances et racines, les exponentielles et les logarithmes; 
en Trigonometric, les sinus et cosinus, secantes et cosecantes, tan- 
gentes et cotangentes, et les arcs de cercle dont une ligne trigono- 
metrique est donnee. Pour bien comprendre ce qui est relatif a ces 
dernieres especes de quantites, il est necessaire de se rappeler les 
principes suivants. 

Une longueur, comptee sur une ligne droite ou courbe, peut 6tre, 
comme toute espece de grandeurs, representee soit par un nombre, 
soit par une quantite, savoir : par un nombre, lorsqu'on a simple- 
ment egard a la mesure de cette longueur, et par une quantite, c'est- 
a-dire par un nombre precede du signe -h ou , lorsque Ton consi- 
d&re la longueur dont il s'agit comme portee, a partir d'un point fixe, 
sur la ligne donnee dans un sens ou dans un autre, pour servir soit a 
Taugmentation, soit a la diminution d'une autre longueur constante 
aboutissant a ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question, eta 
partir duquel on do ft porter les longueurs variables designees par des 
quantites est ce qu'on appelle Vorigine de ces memes longueurs. 
Deux longueurs comptecs a partir d'une origine commune, mais en 
sens contraires, doivent etre representees par des quantites de signes 
differents. On peut choisir a volonte le sens dans lequel on doit 
compter les longueurs designees par des quantites positives; mais, 
ce choix une fois fait, il faudra necessairement compter dans le sens 
oppose les longueurs qui seront designees par des quantites nega- 
tives. 

Dans un cercle dont le plan est suppose vertical, on prend ordinal- 
rement pour origine des arcs I'extremite du rayon tire horizontals- 
ment de gauche a droite, et c'est en s'elevant au-dessus de ce point 
que Ton compte les arcs positifs, c'est-a-dire ceux que Ton designe 
par des quantites positives. Dans le meme cercle, lorsque le rayon se 
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positivement de has en haut et negativement en sens contraire, a partir 
du centre du cercle pris pour origine des sinus. La tangente se compte 
positivement dans le meme sens que le sinus, mais a partir de 1'ori- 
gine des arcs et sur la verticale menee par cette origine. Enfin, la 
secante se compte a partir du centre sur le rayon mene a 1'extremite 
de Tare que Ton considere, et positivement dans le sens de ce rayon. 
Souvent le resultat d'une operation effectuee sur une quantite peut 
avoir plusieurs valeurs differentes les unes des autres. Lorsque nous 
voudrons designer indistinctement une quelconque de ces valeurs, 
nous nous servirons de notations dans lesquelles la quantite sera 
entouree de doubles traits ou de doubles parentheses, et nous reser- 
verons la notation ordinaire pour la valeur la plus simple ou celle qui 
paraitra meriter davantage d'etre remarquee. Ainsi, par example, a 
etant une quantite positive, la racine carree de cette quantite aura 
deux valeurs numeriquement egales, mais de signes contraires, dont 
Tune quelconque sera exprimee par la notation 

((a))* ou ^a, 
tandis que la valeur positive seule sera represented par 

a j ou y/a; 
on sorte qu'on aura 

(1) \Ra = \[a 

ou, ce qui revicnt au meme, 

(2) ((arf = a*. 

De meme encore, si Ton represente par a une quantite positive ou 
negative, la notation 

arc sin ((a)) oa arctang((a)) 

designera un quelconque des arcs qui ont la quantite a pour sinus ou 
pour tangente, tandis que la notation 
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indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus petite valeur 
numerique. A Taide de ces conventions, on evite la confusion que 
pourrait entrainer Femploi de signes dont la valeur n'aurait pas ete 
determinee d'une maniere assez precise. Afm de lever a cet egard 
toute difficulte, je vais presenter ici le Tableau des notations dont 
nous ferons usage pour exprimer les resultats des operations alge- 
briques ou trigonometriques. 

La somme de deux quantites sera indiquee a 1'ordinaire par la 
juxtaposition de ces deux quantites, chacune d'elles etant exprimee 
par une lettre precedee du signe -h ou , que Ton pourra supprimer 
(si c'est le signe -h) devant la premiere lettre seulement. Ainsi 

~h a -h b ou simplement a -+- b 
designera la somme des deux quantites -ha, 4-6, et 
4- a b ou simplement a b 

designera la somme des deux quantite -+-a, b, equivalente a la 
difference des deux quantites -\-a, -4- b. 

On indiquera 1'egalite des deux quantites a et b par le signe =' 
interpose entre elles, comme il suit, 



et Ton exprimera que la premiere surpasse la seconde, c'est-a-dire 
que la difference a b est positive, en ecrivant 

a >> b ou b < a. 

Nous representerons encore a Tordinaire par 

4-ax-!-&, ou simplement a. b ou ab 
le produit des deux quantites -ha, -h b, et par 

a 

T ou a\b 

n 
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Soient maintenant m et n deux nombres entiers, A un nombre quel- 
conque, et a, b deux quantites quelconques positives ou negatives. 

i -+-"* 

A, A=v/A, A~~, A* 

representeront les quantites positives qu'on obtient en elevant le 
nombre A a des puissances respectivement marquees par les expo- 
sants 



la quantite positive ou negative que produit 1'elevation de la quan- 
tite a a la puissance m. Quant aux notations 



nous nous en sermons pour exprimer, non seulement les valeurs posi- 
tives ou negatives, lorsqu'il en existe, des puissances de la quantite a 
marquees par les exposants 
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? "-H. 

n n 



I 

I mais encore les valeurs imaginaires de ces memes puissances (voir 

I ci-apres, Chap. VII, ce qu'on entend par expressions imaginaires). II 

I est bon d'observer que, si Ton designe par A la valeur numerique 

^ de a, etsi Ton suppose la fraction reduite a sa plus simple expres- 

| sion, la puissance 

I' ~ 

|/ aura une seule valeur reelle positive ou negative, savoir 



|^ lorsque sera une fraction de denominateur impair; tandis qu'elle 



24. GOURS D'ANALYSE. 



n'en admettra aucune, si est une fraction de denominateur pair. 

n r 

On peut faire une semblable remarque a 1'egard de 1'expression 



Dans le cas particulier ou, la quantite a etant positive, on suppose 

m 

~ = -, 1'expression ((a)) n n'a que deux valeurs reelles Tune et 

Fautre, et donnees par la formule (2) ou, ce qui revient au memo, 
par la formule (i). 

Les notations 

/(B), L(B), L'(B), ... 

indiqueront les logarithmes reels du nombre B dans differents sys- 
temes, tandis que chacune des suivantes 

l((b), L((A)), L' ((*)), ... 

pourra servir a designer, outre le logarithme reel de la quantite &, 
lorsqu'il existe, un quelconque des logarithmes imaginaires de ccttc 
meme quantite (voir ci-apr^s, Chap. IX, ce qu'on en tend par loga- 
rithmes imaginaires). 
En Trigonometric 

sina, cosa, tanga, cot, s6ca, coscca, siva, cosiva 

exprimeront respectivement le sinus, le cosinus, la tangente, la cotan- 
ge.nte, \&secante, la cosecante, I sinus verse ou \Qcosinus verse del'arca, 
et les notations 

arc sin ((a)), arc cos((a)), arc tang((a)), 
arc cot((a)), arc s6c((a)), arc cosec((a)) 

indiqueront un quelconque des arcs qui ont la quantite a pour sinus, 
ou cosinus, ou tangente, ou cotangente, ou secantc, ou cosecante. 
Nous nous servirons des notations simples 

arc sin (a), arc cos (a), arctang(a), arccot(a), arcs6c(a), arccos6c(a)> 
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ou meme, en supprimant tout a fait les parentheses, des notations 
suivantes 

arc sin a, arc cos a, arc tang a, arc cot a, arcs6c, arccosSca, 

lorsque, parmi les arcs dont une ligne trigonometrique est egale a a, 
nous voudrons designer celui qui a la plus petite valeur numerique, 
ou, si ces arcs sont deux a deux egaiix et de signes contraires, celui 
qui a la plus petite valeur positive. En consequence, 

arc sin a, arctanga, arc cola, arccoseca 

indiqueront des arcs positifs ou negatifs, mais compris entre les 
limites 

7T 7T 



ic designant la demi-circonference dans le cercle qui a pour rayon 

1'unite, tandis que 

arc cos a, arcsc 

indiqueront des arcs positifs compris entre les limites o etir. 

En vertu des conventions que Ton vient d'etablir, si Ton designe 
par k un nombre entier arbitraire, on aura evidemment, pour des 
valeurs quelconques positives ou negatives de la quantite a, 



(3) 



arcsin(( 



in((a)) = - ( -- arcsina) 2/:7r, 



arccos((a)) = arc cosa 
arc tang ((a)) = arc tang a 

/r 

arccosa 4- arcsinam -? 
2 



arc cosca + arc s6c# = 

2 



On trouvera de plus, pour des valeurs positives de a, 



(4) arccota-harctanga= - } 

2 
OEuvresdeC. S. II, t. III. 
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et, pour cles valeurs negatives de a, 

(5) arc cot an- arc tang a = 



2 



Lorsqu'une quantite variable converge vers une limite fixe, il est 
souvent utile d'indiquer cette limite par une notation particulikre ; 
c'est ce que nous ferons, en pla<jant 1'abreviation 

lim 

devant la quantite? variable dont il s'agit. Quelquefois, tandis qu'une 
ou plusieurs variables convergent vers des limites fixes, une expres- 
sion qui renferme ces variables converge aJa fois vers plusieurs limites 
differentes les unesdesautres. Nous indiqueronsalors une quelconque 
de ces dernieres limites a Faide de doubles parentheses placees a la 
suite de 1'abreviation lim, demaniere a en tourer 1'expression que Ton 
considere. Supposons, pour fixer les idees, qu'une variable positive 
ou negative representee par x converge vers la limite o, et designons 
par A un nombre constant : il sera facile de s'assurer que chacune cles 

expressions 

lirnA 3 ', lim sin & 

a une valeur unique determines par Tequation 
ou 



tandis que F expression 

admet deux valeurs, savoir, -hoo y 00, et 

/ / j N 

lim sin 
V\ *j 

une infinite de valeurs comprises entre les limites i et -h i. 

Nous allons terminer ces preliminaires en presentant, sur les quan- 
tites moyennes, plusieurs theoremes dont la connaissance nous sera 
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fort utile dans la suite de cet Ouvrage. On appelle moyenne entre plu- 
sieurs quantites donnees une nouvelle quantite comprise entre la plus 
petite et la plus grande de celles que Ton considere. D'apres cette 
definition, il est clair qu'il existe une infinite de moyennes entre plu- 
sieurs quantites inegales, et que la moyenne entre plusieurs quantites 
egales se confond avec chacune d'elles. Cela pose, on etablirafacilement, 
ainsi qu'on peut le voir dans la Note II, les propositions suivantes : 

TH&OR&ME I. Solent b, b' , b", . .. plusieurs quantites de mSme signe 
en nombre n, et a, a f , a", . . . des quantites quelconques en nombre egat 
a celui des premieres. La fraction 



sera moyenne entre les suivantes 

a a 
b' 

Corollaire. Si Ton suppose 

'/ 

b = b'=b* = ... = i, 
on conclura du theoreme precedent que la quantite 



est moyenne entre les suivantes 



a, a r , a", 



Cette espece particuliere de moyenne estce qu'on nomme une moyenne 
arithmelique. 

TiiEORfeME II. Soient A, A', A", . . . ; B, B', B", . . . deux suites de 
nombres pris a volonte, etformons avec ces deux suites, que nous suppo- 
sons renfermer chacune un nombre n de termes, les racines 
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B+B'-f-B" . . . r 



'A*... sera une nowelle racine moyenne entre loutes let 
autres. 

Corollaire. Si Ton prend 

B-B'=B"-...-j, 
on trouvera que la quantite positive 



est moyenne entre les suivantes 

A, A', A", .... 

Cette moyenne, d'une espece particuliere, est celle que 1'on nomme 
moyenne geometrique. 



III. - Les mtmes chases etantposees que. dans le theorem* I, 
*,*. ", ... designent encore des quantitds de meme signe, la 
fraction 



6-H a.' b' -i- oi b" -JT . 
sera moyenne entre les suivantes 



a a' a" 
b' P' p' 



Corollaire. - Si 1'on suppose 
on conclura du theoreme precedent que la somme 
.est equi?alente au produit de. 



par une moyenne entre les quantites a, a' a" 
Pour abr^ger, lorsque naus voudrons designer une moyenne entre 
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plusieurs quantites a, a', a!', . . . , nous nous servirons de la notation 

M(a,a', a", ...). 

Cela pose, les theoremes qui precedent et leurs corollaires se trou- 
veront compris dans les formules 

( 6) * + a ,' + */*"" =: 

,_v a 4- a' 4- a" 4-... , 

WJ = M(a,a, a ,...), 



B + BH-B-K..r 



(8) """VAA'A'... = 

(9)- V/AA'A"... = M(A, A', A", ...), 

(10) 



7 6' 7 b' 
(11) aa-h a' a' 4- a^a''^ . . . = (a 4- a' 4- a" 4-. . -)M(a, a', a", . . .). 

Dans ces formules, 

a, ', a", ...; ft, ft', ft", ...; a, a',' a", ... 

representeront trois suites de quantites, et 

A, A', A", ...; B, B', B", ... 

deux suites de nomhres formees chacune de n termes diflferents. La 
troisieme suite est, ainsi que la seconde, uniquement composee de 
quantites de meme signe. 

La notation que nous venons d'adopter fournit le moyen d'exprimer 
qu'une quantite est comprise entre deux limites donnees. En effet, 
toute quantite comprise entre les limites a, b etant une moyenne 
entre ces memes limites, on pourra la designer par 

M(,ft). 

Ainsi, par exemple, toute quantite positive pourra etre representee par 
M(o, oo), toute quantite negative par M( oo, o), et toute quantite 
reelle par M(oo, H-QO). Lorsque nous voudrons indiquer indistinc- 
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tement une quelconque des quantites renfermees cntre les limit 
et b, nous doublerons les parentheses, et nous ecrirons 



Par exemple, si Ton suppose que la variable oc converge vers zero 
aura 



attenduquel'expression liin( ( sin- ) ) admettra une infinite de vali 
H r \\ ^// 

comprises entre les valeurs extremes i et -f- i . 



PREMIERE PARTIE. 

ANALYSE ALGEBRIQUE. 



CHAPITRE I. 

DES FONCTIONS KEELLES. 



I. Considerations generates sur les fonctions. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre elles 
quo, la valeur de Tune tfelles etant donnec, on puisse en conclure 
les valeurs de toutes les autres, on conceit d'ordinaire ces diverses 
quantites exprimees an moyen de Tune d'entre elles, qui prend alors 
le nom de variable independante; et les autres quantites exprimees au 
moyen de la variable independante sont ce gu'on appelle Assfonctions 
de cette variable. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre elles 
que, les valeurs de quelques-unes etant donnees, on puisse en con- 
clure celles de toutes les autres, on congoit ces diverses quantites 
exprimees au moyen de plusieurs d'entre elles, qui prennent alors 
le nom de variables independantes ; et les quantites restantes, expri- 
mees au moyen des variables independantes, sont ce qu'on appelle 
des fonctions de ces memes variables. 

Les diverses expressions que fournissent TAlgebre et la Trigono- 
metric, lorsqu'elles renferment des variables considerees comme inde- 
pendantes, sont autant de fonctions de ces memes variables. Ainsi, par 
exemple, 
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sont des fonctions de la variable OP; 



des fonctions des variables x ety ou x, y et z, ____ 

Lorsque des fonctions d'une ou de plusieurs variables se trouvei 
comme dans les exemples precedents, immediatement exprimees 
moyen de ces memes variables, elles sont nominees fonctions exp 
cites. Mais, lorsqu'on donne seulement les relations entre les fon 
tions et les variables, c'est-a-dire les equations auxquelles ces qua 
tites doivent satisfaire, tant que ces equations ne sont pas resolu 
algebriquement, les fonctions, n'etant pas exprimees immediateme 
au moyen des variables, sont appelees fonctions implicites. Pour 1 
rendre explicites, il suffit de resoudre, lorsque cela se peut, les equ 
tions qui les determinent Par exemple,y etant une fonction implici 
de x determinee par liquation 



si Ton nomme A la base du systeme de logarithmes que Ton coni 
d6re, la meme fonction, devenue explicite par la resolution de Fequ 
tion donnee, sera 

7 = A*. 

Lorsqu'on veut designer une fonction explicite d'une seule v 
riable a? ou de plusieurs variables x,y, z, ... 9 sans determiner 
nature de cette fonction, on emploie 1'une des notations 

-/(), F0), 9(0?), i(x), 



Pour qu'une fonction d'une seule variable soit complement d6te 
minee, il est necessaire et il suffit que de chaque valeur particulife 
attribute a la variable on puisse deduire la valeur correspondante ( 
la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, la fon 
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tion donnee en obtient plusieurs differentes les unes des autres. Con- 
formement aux conventions adoptees dans les preliminaires, nous 
designerons d'ordinaire ces valeurs multiples d'une fonction par des 
notations dans lesquelles la variable sera entouree de doubles traits 
on de doubles parentheses. Ainsi, par exemple, 



arc sin 



indiquera un quelconque des arcs qui ont x pour sinus; 



Tune quelconque des deux racines carrees de la variable x supposee 
positive, etc. 

II. Des fonctions simples. 

Parmi les fonctions d'une variable x, on appelle simples celies qui 
resultent d'une seule operation effectuee sur cette variable. Les fonc- 
tions simples que Ton considere ordinairement en Analyse sont en 
tres petit nombre, et se rapportent les unes a 1'AIgebre, les autres 
a la Trigonometrie. L'addition et la soustraction, la multiplication et 
la division, 1'elevation aux puissances et 1'extraction des racines, enfin 
la formation des exponentielles et des logarithmes produisent les fonc- 
tions simples qui se rapportent a 1'Algfebre. En consequence, si Ton 
designe par A un nombre constant, et par a = A une qiiantite con- 
stante, les fonctions algebriques simples de la variable x seront 



ax, ? 
oc 



Nous ne tenons pas ici compte des racines, parce qu'on peut toujours 
les ramener aux puissances. Quant aux fonctions simples qui se rap- 
portent a. la Trigonometrie, on pourrait en compter un grand nombre, 
si Ton rangeait parmi les fonctions simples toutes les lignes trigono- 
metriques et les arcs qui correspondent a ces memes lignes; mais 
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nous les reduirons aux quatre suivantes 



cosa?, 
arc sin ar, arccosa?, 

et nous mettrons au nombre des fonctions composees les au 
lignes trigonometriques tanga?, seco?, . . . avec les arcs corres] 
dants arctanga?, arcseca?, . .., attendu que ces tlernieres lu 
peuvent toujours etre exprimees par le moyen du sinus et 
cosinus. Nous pourrions meme, a la rigueur, reduire les deux f< 
tions simples sina? et cosx a une seule-, puisqu'elles sont liees e 
elles par 1'equation sin 2 o? 4- cos 2 o? = T; mais Temploi de ces cl 
fonctions est si frequent, qu'il est utile de les conserver toutes c 
a la fois clans le calcul comme fonctions simples. 

III. Des fonctions composees. 

Les fonctions qui se deduisent d'une variable a Taide de plusi 
operations prennent le nom de fonctions composees; et Ton distir 
parmi ces dernieres les fonctions de fonctions qui rcsultcnt de 
sieurs operations successives,' la premiere operation etant effec 
sur la variable, et chacune des autres sur le resultat de Topera 
precedente. En vertu de ces definitions, 



sont des fonctions composees de la variable #; et 



des fonctions de fonctions, dont chacune resulte de deux operat 
successives. 

Les fonctions composees se distinguent les unes des autres pt 
nature des operations qui les produisent. II semble que Ton de 1 
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fonctions algebriques toutes celles que fournissent les ope- 
rations de 1'Algebre; mais on a reserve particulierement ce nom a 
celles que Ton forme en n'employant que les premieres operations 
algebriques, savoir, 1'addition et la soustraction, la multiplication ct 
la division, enfin 1'elevation a des puissances fixes; et, des qu'une 
fonction renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle 
prend le nom de fonction exponentielle ou logarithm! que. 

Les fonctions que Forr nomine algebriques se divisent &j\ fonctions 
rationnelles et fonctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont 
celles dans lesquelles la variable ne se trouve elevee qu'a des puis- 
sances entieres. On appelle, en particulier, fonction entiere tout poly- 
nomc qui ne renferme que des puissances entieres de la variable, par 
exemple, 

a -\- bx -4- cx*-+- . . . , 

et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux 
semblables polynomes. Le degre d'une fonction entiere de x est Fex- 
posant de la plus haute puissance de x dans cette meme fonction. La 
fonction entiere du premier degre, savoir 

a -4- bx 

s'appelle aussi fonction lineaire, parce que, dans Tapplication a la Geo- 
metric, on s'en sert pour representer Tordonnee d'une ligne droite. 
Toute fonction entiere ou fractionnaire est par cela merne rationnelle, 
et toutc autre esp&ce de fonction algebrique est irrationnelle. 

Les fonctions que produisent les operations de la Trigonometrie 
sont designees sous le nom de fonctions trigonometriques ou circu- 
laires. 

Les divers noms que Ton vient d'attribuer aux fonctions cornpo- 
sees d'une seule variable s'appliquent egalement aux fonctions de 
plusieurs variables, lorsque ces dernieres fonctions jouissent, par 
rapport a chacune des variables qu'elles renferment, des proprietes 
que supposent les noms dont il s'agit. Ainsi, par exemple, tout poly- 
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nome qui ne contiendra que des puissances entieres des variable 
y, s, ... sera une fonction entiere de ces variables. On appelle d< 
de cette fonction entiere la somme des exposants des variables dar 
terme ou cette somme est la plus grande. Une fonction entiere du 
mier degre, telle que 

a H- b x -+- cy -h dz 4- . . . , 

prend le nom de fonction lineaire. 
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CHAPITRE II. 

DES QUANTITY INFINIMENT PETITKS OU INFINIMENT GRANDES, ET DE LA CONTINUITE 

DES FONCTIONS. 
VALEURS SINGULIERES DES FONCTIONS DANS QUELQUES CAS PARTICULIERS. 



? 

I. Des quantites infiniment petites et infiniment grandes. 

On dit qu'une quantite variable devient infiniment petite, lorsque sa 
valeur numerique decroit indefmiment de maniere a converger vers 
la limite zero. II est bon de remarquer a ce sujet qu'on ne doit pas 
confondre un decroissement constant avec un decroissement inde- 
tini. La surface d'un polygone regulier circonscrit a un cercle donne 
decroit constamment a mesure que le nombre des cotes augmente, 
mais non pas indefiniment, puisqu'elle a pour limite la surface du 
cercle. De meme encore, une variable qui n'admettrait pour valeurs 
successives que les differents terrnes de la suite ' 



23456 
7' 2* 3' 4 ? 5 5 



prolongee a 1'infini, decroitrait constamment, mais non pas indefini- 
ment, puisquc ses valeurs successives convergeraient vers la limite i. 
Au contraire, une variable qui n'aurait pour valeurs successives que 
les differents termes de la suite 



i i i i i i 

4' 3' 6 ? 5' 8 3 7' 



prolongee a Tinfini, ne decroitrait pas constamment, puisque la diffe- 
rence entre deux termes consecutifs de cette suite est alternativement 
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positive et negative; et, neanmoins, elle decroitrait indefmiment 
puisque sa valeur finirait par s'abaisser au-dessous de tout nombr 
donne. 

On dit qu'une quantite variable devient infiniment grande, lorsqu< 
sa valeur numerique croit indefiniment de maniere a converger ver 
la limite oo. II est encore essentiel d'observer ici qu'on ne doit pa 
confondre une variable qui croit indefiniment avec une variable qu 
croit constamment. La surface d'un polygone regulier inscrit a ui 
cercle donne croit constamment, mais non pas indefiniment, a mesur 
que le nombre des cotes augmente. Les terrnes de la suite naturell 

des nombres entiers 

i, 2, 3, 4, 5, ... 

croissent constamment et indefiniment. 

Les quantites infiniment petites et infiniment grandes jouissent d 
piusieursproprietes, qui conduisent a la solution de questions impor 
tantes, et que je vais expo ( ser en peu-de mots. 

Soit cc une quantite infiniment petite, c'est-a-dire une variable don 
la valeur numerique decroisse indefiniment. Lorsque dans un mem 
calcul on fait eatrer les diverses puissances entieres de a, savoir 



ces diverses puissances sont respectivement designees sous le non 
d'infiniment petits du premier, du second, du troisieme ordre, etc. EJ 
general, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantit 
variable dont le rapport avec a converge, tandis que la valeur nume 
riquedeadiminue, vers une limite finie differente clezero; infinimen 
petit du second ordre toute quantite variable avec a, et dont le rap 
port avec a 2 converge vers une limite finie differente de zero, etc. Gel 
pose, si Ton designe par k une quantite fmie differente de zero, et pa 
e un nombre variable gui decroisse indefiniment avec la valeur nume 
rique de a, la forme generate des quantites infiniment petites du pre 
mier ordre sera 

ka au du moias 
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la forme generale des quantites infiniment petites du second ordre 

ka- ou du moins /r 2 (i:s), 



entin la forme generale des infiniment petits d Fordre n (n repre- 
sentant un nombre entier) sera 

ka 11 ou du moins A*a n (id=e). 

On peut facilement etablir, a I'egard de ces clivers orclres de quantites 
infiniment petites, les theoremes suivants : 

TIIEORKMK 1. Si I' On compare run a I'antre deux infiniment petits 
d'ordres different*, pendant que tons les deux convergeront vers la lirnile 
zero, celui qui est de I' ordre (e plus eleve finira par oblenir conslamment 
la plus petite valeur numerique. 

Demonstration. Soient, en effet, 



deux infiniment petits, Tun de Tordre n, Tautre de Tordre n', et sup- 
posons ri>n\ le rapport entre le second de ccs infiniment petits et 
le premier, savoir 



convcrgcra indefiniment avec a vers la litnite zero, ce qui ne pent 
avoir lieu qu'autant que la valeur numerique du second finit par de- 
venir constamment inferieure a celle du premier. 

THEORIZE II. Un infiniment petit de r ordre n, cesL-a-dire de la 
forme 

change de signe avec a loutes les fois que n est un nombre impair, et 
conserve pour de tres petites valeurs numeriques de a le rnfme signe que la 
quantite k, lorsque n est un nombre pair. 

Demonstration. En effet, dans la premiere hypotheses a" change 



40 COURS D 'ANALYSE. 

de signe avec a, et, dans la seconde, a" est loujours positif. De pit 
le signe du produit k(i s) est le meme que celui de k, lorsque e c 
tres petit. 

41 

THEOR&ME III. La somme de plusieurs inftniment petits des ordres 



., "', "" 



n. n' n" 



(ri ', n f/ 9 . . . designant des nombres superieurs a n) est an nouvel infu 
ment petit de I'ordre n. 

Demonstration. En effet, 

kaL n (ie)-+- k'<x n '(i r ) -h k" a fl " (i s") -4-. . . 

[k 1 k ir ~\ 

i -+- -T- a fl '~ n (i e') -h ~r a ft "~ fl (i e" ) 4- . . . 

= k**(iet), 

t 

i etant un nombre qui converge avec a vers la liniite zero. 

Des principes qu'on vient d'enoncer on deduit aisement, comn 
on va le voir, plusieurs propositions rernarquables qui se rapportent 
des polynomes ordonnes suivant les puissances ascendantes d'ur 
quantite infmimen t petite a. 

THEOR:ME IV. Tout polynome ordonne suivant les puissances asce) 
dantes de a, par exemple 

a -H b a + c a 2 -1- . . . 

ou, plus generalement, 

aa rt -\- b a n '-}- c a n "-\- . . . 

(les nombres n > ri ', n" 9 ... formant ane suite croissante), fmit par Sir 
pour de tr$ petites valeurs numeriques de a, constamment de mSme sigi 

que son premier terme 

a on act". 

Demonstration. En effet, la somme faite du second terme et d 
ceux qui le suivent est, dans le premier cas, un infmiment petit d 
premier ordre, dont la valeur numerique fmit par etre inferieure 
cello de la quantite finie a, et, dans le second cas, un infiniment pel 
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de Fordre n', qui finit par obtenir constamment une valeur numerique 
inferieure a celle d'un infmiment petit de Pordre n. 

THEOK^ME V. Lorsque, dans le polyndme 

aa^-h ba n '-- ca n "-t-. . ., 

ordonne suivant les puissances ascendantes de a, le degre ri du second 
terme est un nombre impair, ce polyndme, pour de tres petites valeurs 
numeriques de a, est tantdt superieur et tantdt inferieur a son premier 
terme a& n , suivant que la variable a et le coefficiejit b sont de m&me signe 
ou de signes contraires. 

Demonstration. En effet, dans 1'hypothese admise, la somme des 
termes qui suivent le premier, savoir 

ba n '~}~ ca^-h. . ., 

sera, pour de tres petites valeurs numeriques de a, de meme signe 
que chacun des deux produits 6a A/ , &a. 

VI. Lorsque, dans le polyndme 



ordonne suivant les puissances ascendantes de a, le degre n r du second 
terme est un nombre pair, ce polyndme, pour de tr^s petites valeurs nume- 
riques de a, finit par devenir constamment superieur a son premier terme, 
toutes les fou que b est positif, et constamment inferieur, toutes les fois 
que b est negatif. 

Demonstration. En effet, dans Thypothese admise, la somme des 
termes qui suivent le premier aura, pour de tres petites valeurs nu- 
meriques de rf, le signe du produit ia^, et, par suite, le signe de b. 

Corollaire. En supposant, dans le theoreme qui precede, n = o, 
on obtiendra la proposition suivante : 

THORME VII. Si, dans le polyndme 

a -4- ba n '-{- ca n -\-, . ., 
ordonne suivant les puissances ascendantes de a, n f designe un nombre 
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pair; parmiles valeurs de ce polynome correspondantcs a des 
finiment petites de a, celle qui correspond a a = o, ce$t-a-dirc a* 
toujours la plus petite, lorsque b sera positif, ct la plus grande, lon\ 
sera negatif. 

Cette valeur particuliere du polynomc, plus grande ou plus p 
que toutes les valeurs voisines, est ce qu'on appelle un rnammm 
un minimum. 

Les proprietes des quantites infiniment pctitos (Hani etablies 
en deduit les proprietes analogues des quantites infinimont gran 
en observant que toute quantite variable do colic dorniore as 
peut etre representee par --> a designant uue quaulitc infinic 
petite. Ainsi, par exemple, lorsque, dans le polynome 
ax m -^r bx m ~ l -- cx m -~-}- . . . -h hx -4- /, 

ordonne suivant les puissances , descendants de: la varial>lo jp f c 
variable devientinfinimerit grande; en la met Ian I sons la forme - 
reduit le polynome dont il s'agit a 

a ( b c h. k \ 

: 1-4- -a-f- - a 2 -K . .4- -a" 1 - 1 -!- - a'" ), 
a m \ a a a a ) 

et Ton reconnait alors immediatement que, pour de (res petites 
leurs numeriques de a, ou> ce qui revicnl au memo, pour da 
grandes valeurs numeriques de x, ce polynome esl de memo 
son premier terme 



Comme eette remarque subsiste dans le cas meme oil 

des quantites b, c, ..., h, t se reduiscnt a zero, il en resulta ft 

peut enoncer le theoremc suivant : 

THEOR|;ME VIII. -Lorsque, dans un pofyndme ordonne suwanl 
Dances descendants de la variable x, on fait crollre inde/inimenti- 
kurnumerique de cette variable, le polynome fimt. par $tre 
de mime signe que son premier terme. 
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II. De la continuite des fonctions. 

Parmi les objets qui se rattachent a la consideration des infiniment 
petits, on doit placer les notions relatives a la continuite ou a la dis- 
continuite des fonctions. Examinons d'abord sous ce point de vue les 
fonctions d'une seule variable. 

Soit/(a?) une fonction de la variable a?, et supposons que, pour 
chaque valeur de x intermediaire entre deux limites donnees, cette 
fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en par- 
tant d'une valeur de x comprise entrc ces limites. on attribue a la va- 
riable x un accroissement infiniment petit a, la fonction elle-meme 
recevra pour accroissement la difference 



qui dependra en meme temps de la nouvelle variable a et de la valeur 
de x. Cela pose, la fonction /(a?) sera, entre les deux limites assi- 
gnees a la variable x, fonction continue de cette variable, si, pour 
chaque valeur de x intermediaire entre ces limites, la valeur nume- 
rique de la difference 



decroit indefiniment avec celle de a. En d'autres termes, la fonc- 
tion f(jx) restera continue par rapport a x entre les limites donnees 9 si, 
entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-m$me. 

On dit encore que la fonction /(a?) est, dans le voisinage d'uno 
valeur particuliere attribute a la variable x, fonction continue de 
cette variable, toutes les fois qu'elle est continue entre deux limites 
de ,x, meme tres rapprochees, qui renfernient la valeur dont il s'agit. 

Enfin, Iorsqu'unefonction/(a7) cesse d'etre continue dans le voisi- 
nage d'une valeur particuliere de la variable x, on dit qu'elle devient 
alors discontinue et qu'il y a pour cette valeur particuliere solution de 
continuite. 
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D'apres ces explications, il sera facile de reconnaitre entre quelles 
limites une fonction donnee de la variable x est continue par rapport 
a cette variable. Ainsi, par exemple, la fonction sino?, admettant 
pour chaque valeur particuliere de la variable x une valeur unique et 
finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable, 
attendu que la valeur numerique de sin(^a), et par suite celle de la 

difference 

sin (.r H- a) sin x~ 2 sin({a) cos(#-h{a), 

decroissent indefiniment avec celle de a, quelle que soit d'ailleurs la 
valeur finie que Ton attribue a x. En general, si Ton envisage sous le 
rapport de la continuite les onze fonctions simples que nous avons 
considerees ciijlessu-s (Chap. I, II), savoir 



a:, 



a, 



ax, 



-, x a , A*, 
x 



on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux 
limites finies de la variable x, toutes les fois que, etant constamment 
reelle entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans 1'inter- 
valle. 

Par suite, chacune deces fonctions sera continue dans le voisinage 
d'une valeur finie attribute a la variable x, si cette valeur finie se 
trouve comprise : 



Pour 
les fonctions 

a rh x \ 
a x 
ax 

sin# 
cos# I 

Pour 
la fonction 

a 
x 



entre les limites x=. - oo, arm -4-00; 



entre les limites x =. oo, 
1 entre les limites ^ z= o, 



x = oo; 
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Pour 
les fonctions 



x a 

entre les limites ^ = o, arnzoo; 

enfm 

Pour 
les fonctions 

arc sin x j 

[ entre les limites x=:~-i, x = -HI. 
arccoso? } 

II est bon d'observer que, dans le cas ou Ton suppose a = m (m de- 
signant un nombre entier), la fonction simple 



cst toujours continue dans le voisinage d'une valeur finie de la va- 
riable x, pourvu que cette valeur soil comprise : 

sia = n-m, entre les limites x = a>, #=z-t-oo, 
entre les limites x oo, x=-.o 



si a = m, 



ou bien 
entre les suivantes x = o, 



Parmi les onze fonctions que Ton vient de citer, deux seulement 
deviennent discontinues pour une valeur de x comprise dans Tinter- 
valle des limites entre lesquelles ces memes forictions restent reelles. 
Les deux fonctions dont il s'agit sont 



et x a (lorsque a=: 
x 



L'une et Tautre deviennent infinies, et par consequent discontinues, 
pouro? = o. 

Soit maintenant 

f(x,y,*> ..-.) 

une fonction de plusieurs variables a?y 7, z r ,.. et supposons que, 
dans le voisinage de valeurs particulieres X, Y, Z r . . . attribuees a ces 
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variables, f(& 9 y> %> ...) soit a la fois fonction continue de#, fonction 
continue de y, fonction continue de s 9 ---- On prouvera aisemeni 
que, si Ton designe par a, 6, y, . . . des quantites infmiment petites, 
et si Ton attribue a x, y, z, ... les valours X, Y, Z, . . . ou des valeurs 
tres voisines, la difference 

f(x -4- a,y -+- 6,5 -h y) f(x, j, z 9 . . .) 

sera elle-meme infiniment petite. En effet, il est clair que, dans 1'hy- 
pothese precedente, les valeurs numeriques des differences 

/(ar-f-a, y, s, ...}f(x,y,z, ...), 



decroitrontindefiniment avec celles des quantites variables a, 6, y, ..., 
savoir, la valeur numerique de la premiere difference avec la valeur 
num^rique de a, celle de la seconde difference avec la valeur nume- 
rique de 6, celle de la troisieme avec la valeur numerique de y, et 
ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces diff6- 
rences, savoir 



eonvergera vers la limite zero, si a, 6, y, ... convergent vers cette 
memo limite, En d'autres termes, 



a, j-i-6, s -+- y, .,.) 

aura pour limite 

/(^7^> ) 

La proposition qu'on vient de demontrer subsiste evidemment dans 
le cas meme oil Ton etablirait entre les nouvelles variables a, 6, y, ... 
certaines relations. II suffit que ces relations permettentaux nouvelles 
variables de converger toutes en meme temps vers la limite zero. 
Lorsque, dans la m^me proposition, on remplace x, y, z, ... pa? 
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X, Y, Z, . . . , et x 4- a, y -j- 6, s -f- y, ... par x, y, z, . . . , on obtient 
1'enonce suivant : 

THEOR&ME 1. Si les variables &, y, z, . . . ont pour limites respectives 
les quantizes fixes et determine, es X, Y, Z, . . . , et que la f auction 
f(oo, y, s, .. .) soil continue par rapport a chacune des variables x, y, 
z, . . . dans le voisinage du systdme des valeurs particulidres 



/(a?, y, s, . . .) aura pour Kmitef(X 9 Y, Z, . . .). 

Comme, dans ce second enonce, les variables a, 6, y, . . . se trouvent 
remplacees par x X, y - Y, 5 Z, . . . , les relations qu'on pouvait 
etablir, dans le premier enonee, entre a, S, y, . . . , pourront etre eta- 
blies, dans le second, entre les quantities oo X, y Y, s Z; et il 
enresultequelafonction/(#?,y, z, . . .) aura pour limite/(X,Y,Z, ...), 
dans le cas meme oil les variables a?, y, z, ... seraient assujetties a 
certaines relations, pourvu que ces relations leur permettent de s'ap- 
procher indefiniment des limites X, Y, Z, 

Supposons, pour fixer les idees, que -a?, j, s 9 ... soient fonctions 
d'une meme variable / constderee comme independante, et continues 
par rapport a cette variabl% dans le voisinage de la valeur particulifere 



Si Ton fait, pour plus de commodite, 

f(x,y,s 9 ...) = M, 

u sera ce qu'on appelle une fonction composee de la variable t\ et, si 

X, Y, Z, ..., U 
designent respectivement ce que deviennent 



z, ..., u 



dans le cas oil Ton suppose z = T, il est clair, d'une part, qu'une 
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valeur de t tres voisine de T fournira pour u une valeur unique et 
finie; d'autre part, qu'il suffira de faire converger t vers la limite T, 
pour que les variables x, y, s, ... convergent vers les limites X, Y, 
Z, ..., et, par suite, la fonction u = f(x,y, s, ...) vers la limite 
U /(X, Y, Z, ...). On prouverait absolument de la meme maniere 
que, si Ton attribue a t une valeur tres voisine de T, la valeur corres- 
pondante de la fonction u sera la limite de laquelle cette fonction 
s'approchera indefiniment, tandis que t convergera vers la valeur 
donnee; et Ton doit conclure que u sera fonction continue de t dans 
le voisinage de t = T. On. peat done enoncer le theoreme suivant : 

THORME II. Designonspar 

x, y, z, . . . 

plusieurs fonctions de la variable t, qui soient continues par rapport a 
cette variable dans le voisinage de la valeur particuliere t = T. Solent, 

deplus, 

X, Y, Z, ... 

les valeurs particulidres de x, y, z, ... correspondantes a t = T; et sup- 
posons que, dans le voisinage de ces valeurs particulieres , la fonction 



soil en mSme temps continue par rapport a &, continue par rapport ay, 
continue par rapport az, . . . ; u, consider ee comme une fonction de t, 
sera encore continue par rapport a t dans le voisinage de la valeur parti- 
culiere t = T. 

Si, dansle theoreme precedent, on reduit les quantites variables x, 
y, z, ... a une seule, x, on obtiendra un nouveau theoreme, qu'on 
peut enoncer comme il suit : 

THEOREME III. Supposons que, dans I' equation 

u = f(x), 
la variable x soit fonction d'une autre variable t. Concevons de plus que 
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la variable x soil fonction continue de t dans le voisinage de la valeur 
particuliere t = 1 9 et u fonction continue de x dans le voisinage de la 
valeur particuliere x = X correspondante a t = T. La quantite u, consi- 
deree comme fonction de t, sera encore continue par rapport a cette va- 
riable dans le voisinage de la valeur particuliere t = T. 

Supposons, par exemple, 



et 



a designant une quantite constante, et n un nombre entier. On con- 
clura du theoreme III que 



u at n 



est, entre deslimites quelconques de la variable t 9 fonction continue 
de cette variable. 
De meme, si Ton fait 



u-=-> # = sm, y cost,' 



on conclura du theoreme II que la fonction 



u =. 



est continue par rapport a t dans le voisinage d'une valeur finie quel- 
conque de cette variable, toutes les fois que la valeur dont il s'agit 
n'est pas comprise dans la formule 



-, 

2 



k designant un nombre entier; c'est-a-dire toutes les fois qu'a cette 
valeur de t correspond une valeur finie de tang*. Au contraire, la fonc- 
lion tang/ admettra une solution de continuite, en devenant infinie, 
pour chacune des valeurs de t comprises dans la formule prece- 
dente. 
Supposons encore 



x=.bt, 
. S.ll,t. III. 
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a,b,c,... designant des quantites constantes. Alors, u elant fonctic 
continue de x, y, s, . entre des Hmites quelconqucs dc ccs variable 
ot v * fonctions continues de la variable / cntrc des limit 

tJt iA/, ^f, ~9 

quelconques de cette derniere, on conclura du theoreme III que 

fonction 

u = a -+- bt -+- ct- -+-... 

est elle-meme continue par rapport a t entrc des limites quelconque 
Par suite, comme t == o donne u = a, si Ton fait converger t vera 
limite zero, la fonction u convergera vcrs la limitc a ct finira p; 
obtenir le meme signe que cette limite, ce qui s'aecorde avec le the 

reme IV du I. 

Une propriete remarquable des fonctions continues d'une sen 
variable, c'est de pouvoir servir arcpresentcr en Geometric les ordo: 
nees de lignes continues droites ou courbes. De cette rcmarque c 
deduit facilemen.t la proposition suivante : 

THEOREME IV. Si la fonction f(x} est continue par rapport a 
variable x entre les limites oc = x^ x == X, el que r<m designe par h w 
quantite intermediate entre f(x,) ^/(X), onpourm Loujours satisfai 

a I' equation 

f(x}^b 

par une ouplusieurs valeurs reelles de x comprises entre ;r () el X. 

Demonstration. Pour etablir la proposition precedente, il 
defairevoir que lacourbe qui a pour equation 



rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a pour equation 



dansFintervalle compris entrc les ordonnces qui correspondent ai 
abscisses x^ et X; or c'est evideininent ce qui aura* lieu dans I* hyp 
these admise. En effet, la fonction/(o?)6tant continue entre les limit 
x = X Q , x = X, la courbe qui a pour equation y =/(#) ct qui 
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i par le point correspondant aux coordonnees # , f(& \ 2 par le 
point correspondant aux coordonnees X et/(X), sera continue entre 
ces deux points; et, comme 1'ordonnee constante b de la droite qui a 
pour equation y = b se trouve comprise entre les ordonnees /(#' ), 
/(X) des deux points que Ton considere, la droite passera necessaire- 
ment entre ces deux points, ce qu'elle ne peut faire sans rencontrer 
dans 1'intervalle lacourbe ci-dessus mentionnee. 

On peut, au reste, comme on le fera dans la Note III, demontrer le 
theoreme IV par une methode directe et purement analytique, qui a 
rneme 1'avantage de fournir la resolution numerique de 1'equation 



III. Valeurs singulieres des functions dans quelques pas 

particuliers. 

Lorsque, pour un systeme de valeurs attribuees aux variables 
qu'elle renferme, une fonction d'une ou de plusieurs variables n'ad- 
inet qu'une seule valeur, cette valeur unique se deduit ordinairement 
de la definition meme de la fonction. S'il se presente un cas particu- 
lier dans lequel la definition donnee ne puisse plus fournir immedia- 
tement la valeur de la fonction. que Ton considere, on cherche^ la 
limite ou les limites vers lesquelles cette fonction converge, tandis 
que les variables s'approchent indefiniment des valeurs particulieres 
qui leur sont assignees; et, s'il existe une ou plusieurs limites de 
cette espece, elles sont regardees comme autant de valeurs de la fonc- 
tion dans 1'hypothese admise. Nous nommerons valeurs singulieres de 
la fonction proposee celles qui se trouvent determinees comme on 
vient de le dire. Telles sont, par example, celles qu'on obtient en 
attribuant aux variables des valeurs infinies, et souvent aussi celles 
qui correspondent a des solutions de continuite. La recherche des va- 
leurs singulieres des fonctions est une des questions les plus impor- 
tantes et les plus delicates de 1' Analyse : elle offre plus ou moins de 
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difficultes, suivant la nature des fonctions et le nombre des variabli 
qu'elles renferment. 

Si d'abord on considers les fonctions simples d'une seule variabl 
on trouvera qu'il est facile de fixer leurs valeurs singulieres. Ges vi 
leurs correspondent toujours a 1'une des trois hypotheses 

x = oo, a? ~ o, x oo, 

et sont respectivement 

Pour 

les 

fonctions 

a -+ x a quelconque . . . . a 4- ( oo) GO a-+-ao= o 

a x a quelconque a (-~oo)r= GO . % a oom o 

( a positif a x ( cc) oo a x oo ~ o 

ax \ * 

[ a n6gatif x( oo) zn oo axoonz o 



. ,,, ct a , a 

a pOSltif . = - zndioo =. O 

a ] . o oo 

a n6gatif =-. o . -=z:nzoo ~o 

00 O 00 

( a positif * o a ~ o oo a oo 

X* 

{ a n6gatif - o a oo oo a = o 



A sup. & Tunit6. . A" 00 = o A=i 

A inf. ^I'unit6... A" 00 = 00 A=i 

* 
Base des log. sup. 



Base des log. inf. 
x ,, ... ? ....... L(o) = oo 

k I unite ^ 



sin(oo) = M(( 1,4-1)) .......... sin(oo) = 

COS (00) = M(( I, 4-r)) .......... COS(oo) = 



La notation M(( i, H-i)) designe ici, comme dans les preliminaire 
une quelconque des quantites moyennes entre les deux limites 

i et 4- 1 . 
II est bon d'observer que, dans le cas oil Ton suppose a = 9 
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m designant un nombre entier, la fonction simple 

admet constamment trois valeurs singulieres, savoir : 



oo m = 



lorsque ( m 6tant un nombre pair. ( oo) m oo, o w ~o, 

= + /w { m <tant impair ......... ( oo) m = oo, o w mo, co m z=oo, 

Jorsque j m etant pair ....... ____ ( oo)- /w zzo, o~ w =00, co- //z =io, 

a^~-m ( m etant impair ..... .... ( co)- /w =:o j ((o))~ m< =:co, oo- = o. 

Considerons maintenant les fonctions composees d'une seule va- 
riable x. Quelquefbis il est aise de trouver leurs valeurs singulieres. 
Ainsi, par exemple, si Ton designe par k un nombre entier quel- 
conque, on reconnaitra sans peine que la fonction composee 



sin x 



cosa? 
a ses valeurs singulieres comprises dans les trois formules 

tang((oo)) = M((-oo, +oc)), 

K\\ _._ 
: - M zhoo, 

tang(( oo)) = M(( oo, +00)), 
tandis que les valeurs singuli&res de la fonction inverse 

X 

arc tang# = arc sin ; - . 

\/i + ^ 3 

sont respectivement 

arc tang (00)=: , arctang(oo)i^ -. 

2 2 

Mais souvcnt aussi de semblables questions presententde veritables 
'difficultes. Par exemple, on n'aperQoit pas immediatement comment 
on peut determiner la valeur singuliere de la fonction 
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lorsqu'on y suppose x = o, ou celle de la fonction 



_!_ 

/y..r 
(L , 



lorsqu'on prend x = GO. Pour donner une idee des methodes qui con- 
duisent a la solution des questions de cette espece, je vais etablir ici 
deux theoremes a 1'aide desquels on peut, dans nn grand nombre de 
cas, determiner les valeurs singulieres que regoivcnt les deux fonc- 
tions 



lorsqu'on y suppose x = GO. 

THEOR^ME I. Si, pour des valeurs croissanl.es de x, la difference 

/(a?H-i) -f(x) 
converge vers une certaine limite k, la fraction 



convergera en rnSme temps vers la mSme limite. 

Demonstration. Supposons d'abord que la quantito k ait une va~ 
leurfinie, et designons par un nombre aussi petit que 1'on voudra. 
Puisque des valeurs croissantes de x font converger la difference 



vers la limite k, on pourra donner au nombre h une valeur assez con- 
siderable pour que, x etant egal ou superieur a A, la difference doa 
il s'agit soil constamment comprise entre les limites 

/:, A-H-E. 

Cela pose, si Ton designe par n un nombre entier quclconque, 
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cune des quantites 

') -/(A), 



ct, par suite, leur moyenne arithmetique, savoir 



se trouvera comprise entre les limites k s, k -+> e. On aura done 



A -t- a, 



a etant une quantite comprise entrc les limites ,-+. Soit mainte- 

nant 

h -h n zz: ,r. 

Inequation precedente deviendra 

(0 /Cl=L/W = , + af 

a; 

et Ton en conclura 

/(*).= /(/*)+(* -A) (A + ), 
(a) /[) = Z(A) P 



De plus, pour faire croitre indefiniment la valeur de x, il suffira de 
faire croitre indefiniment le nombre entier n sans changer la valeur 
de A. Supposons, en consequence, que dans 1'equation (2) on con- 
sidere h comme une quantite constante, et x comme une quantite va- 
riable qui converge vers la limite co. Les quantites 



X X 



renfermees dans le second membre,.convergeront vers la limite zero, 
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et le second membre lui-meme vers une limite de la forme 

k +- a, 
a etant toujours compris entre e et 4- e. Par suite, le rapporf 



aura pour limite une quantite comprise entre k et k 4- e. Ce 
conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre 
il en resulte que la limite en question sera precisement la quantity 
En d'autres termes, on aura 



(3) 



Supposons, en second lieu, = OD. En designant alors par H 
nombre aussi grand que Ton voudra, on pourra toujours attribuer 
nombre h une valeur assez considerable, pour que, x etant egal 
superieur a A, la difference 

/( 3? -t-j) _/(#), 

qui converge vers la limite cc, devienne constamment superieure a 
et, en raisonnant comme ci-dessus, on etablira la formule 






Si maintenant on pose h -+- n = x, on trouvera, au lieu de 1'eqi 
tion (2), la formule suivante 



X 



f(h) 



de laquelle on conclura, en faisant converger x vers la limite 00, 



X 

La limite du rapport 

/() 
x 
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sera done superieure au nombre H, quelque grand qu'il soit. Cette 
limile superieure a tout nombre assignable ne peut etre que Tinfini 
posit if. 

Supposons enfin = oo. Pour ramener ce dernier cas au. prece- 
dent, il suffira d'observer que, la difference* 



ayant pour limito oo, la suivante 



aura pour limite -4-00. On en conclura que la limite d'e ^^ est 
egale a + oo, et par suite cellc de ^ J a cc. 

JC< 

Corollalre L Pour montrer une application du theoreme prece- 
dent, supposons 



L etant la caracteristique des logarithmes dans un systeme dont la 
base surpasse 1'unite. On trouvera 



et, par suite, 



On peut done alfirmer que, x venant a croitre indefiniment, le rap- 

port 

L() 
x 

convergcra vcrs la limite zero; et il en resulte que, dans un system? 
dont la base esl superieure a I' unite, les logarithmes des nombres croissent 
beaucoup moins rapidement que les nombres eux-m&nes. 

Corollaire IL Supposons, en second lieu, 

/(*)=; A*, 

OEuvrcs de C. S. II, t. III. 8 
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A designant un nombre superieur a 1'unite. On trouvera 



et, par suite, 

k A 00 (A i)=o>. ' 

On peut done affirmer que, x venant a croitre indefiniment, le rappc 



X 



converge vers la limite oo, et il en resulte que I' exponentielle A 
lorsque le nombre A surpasse V unite, finit par croitre beaucoup pi 
rapidement que la variable x. 

CorollairellL On doit observer, ail reste, qu'il n'y a lieu a che 
cher par le theoreme I la valear du rapport 



correspondante a x = oc, que dans le cas ou la fonction /(a?) devie 
infinie avec la variable x. Si cette fonction restait finie pour x -=rc 

le rapport ^ - aurait evidemment zero pour limite. 

X 

Je passe au theoreme qui sert a determiner clans plusieurs cas 
valeur de 



pour x = oo. Voici en quoi il consiste : 



I. -r- Si, lafonclionf(x^) etant positive pour de tres grand 
valeurs de x, le rapport 



converge, tandis que x croit indefiniment, vers la limite k, I' expression 



convergera en mime temps vers la mSme limite. 
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Demonstration. Supposons d'abord que la quantite k, necessai- 
rement positive, ait une valeur finie, et designons par un nombre 
aussi petit que Ton voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font 
converger le rapport 



vers la liinite k, on pourra donner au nombre h une valeur assez con- 
siderable pour que, x etant egal ou superieur a h, le rapport dont il 
s'agit soit constamment compris entre les limites 

k s, &-hs. 

Cela pose, si 1'qn designe par n un nombre entier quelconque, cha- 
cune des quantites 

. .- /(A -Hi) /(A + a) 

" 



-hi) 
et, par suite, leur moyenne geometrique, savoir 



se trouvera comprise entre les limites k e, k -^ e. On aura done 

i 
r /(/*-+- /i )> , 

L /(srJ ^' +oc ' 



a etant une quantite comprise entre les limites e, -4- s. Soit main- 

tenant 

A -4- n = x. 

L'equation precedente deviendra 



ct Ton en conclura 

f(x)=.f(h)(k + )*-, 
(5) [f 
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De plus, pour faire croitre indefiniment la valour de x, II suf 
faire croitre indefiniment le nombre entier n, sans changer la 
de h. Supposons, en consequence, que dans Fequation (5) o 
sidere h comme une quantite constante, et x comme une qi 
variable qui converge vers la limite GO. Les quantites 



renfermees dans le second membre, convergeront vers la limit 
le second membre lui-meme vers une limite de la forme 

4- a, 
a etant toujours compris entre e et 4- e. Par suite, Texpressi 



aura pour limite une quantite comprise cntre k t et k + i, 
conclusion devant subsister, quelle que soil la petitesse clu non 
il en resulte que la limite en question sera precisement la quar 
En d'autres termes, on aura 



Supposons, en second lieu, la quantite k infinie, c'ost-a-dire, p 
cette quantite est positive, k = oo. En designant alors par H un n 
aussi grand que Ton voudra, on pourra toujours attribuer au noi 
une valeur assez considerable pour que, x etant egal ou superie 
le rapport 



qui converge vers la limite oo, devienne constamment superieu 
et, en raisonnant comme ci-dessus, on etablira la formule 
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Si maintenant on pose h-i-n = x, on trouvera, au lieu de 1'equa- 
tion (5), la formule suivante 



de laquclle on conclura, en faisant converger x vers la limite cc, 



La limite de I'expression 

[fWY 

sera done superieure au nombre H, quelque grand qu'il soit. Cette 
limite, superieure a tout nombre assignable, ne peut etro que I'infini 
positif. 

Nota. On pourrait facilement demontrer Pequation ((>), en rlier- 
chant par le theoreme I la limite vers laquelle converge le logarithms 



et repassant ensuite des logarlthmes aux nombres. 

Corollaire L Pour donner une application du theoreme II, sup- 
posons 



on aura 



f(x) x 

et, par suite, en passant aux limites, 

k \. 
Done, si Ton fait croitre indefmiment la variable x, la fonction 

convergera vers la limite i. 



62 COURS D'ANALYSE. 

Corollaire II. Soil, en second lieu, 

f(x) = ax n -+- bx n ~ l -h cx n -~-*r . . . ~P, 

en sorte que P designe un polynome en x du degre n. On trouvera 



et, en passant aux limites, 

i 
Si done P represente un polynome entier quelconque, P u aura p 

lirnite i. 

Corollaire II L Soitenfin 

On trouvera 



et, en passant aux limites, 

A* =: I . 

i 

Par suite, [L(a?)j >r a encore pour lirnite Tunite. 

Les theorfemes I et II subsistent evidemment dans le cas meme 
la variable x est consideree comme ne pouvant admettre que 
valeurs entieres. En effet, pour rendre applicables a ce cas particu 
les demonstrations que nous avons donnees des deux theoremes 
sufBt de concevoir que la quantite designee par h dans chacune 
ces demonstrations devienne un nombre entier tres considerable, 
dans le meme cas, on represente les valeurs successives de la fc 
tion/(ir) correspondantes aux diverses valeurs entieres de a?, sa 1 

/(O, /(a), /(3), ..., /(/i), 
par 

A A A A 

AI, /l2> -^-3? -^ny 
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on obtiendra a la place des theoremes I et If les propositions stii- 
vantes : 

THEOREMS III* Si la suite des quantiieS 

AIJ AS, AS, . . . , A , n ... 

est telle que la difference entre deux termes consecutifs de cetle suite. 
savoir 

A/i-f-i A /j, 

converge constamment, pour des valeurs croissantes de n, vers une limit? 
fixe A, le rapport 



| convergera en rn&me temps vers la mtne limite. 

1 

I TuEORfeME IV. Si la suite des nombres 

f 

v AI, Agy A 3 , . . . , A/I, . . . 

\, 

; est telle que le rapport entre deux termes consecutifs, savoir 

I 

| ^1 

i . A/t 

I 

f, converge constamment, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite 

I fixe A, I' expression 

I (A) 

I convergem en m$me temps vers la mSme limite, 

f Pour montrer une application du dernier Iheoreme, supposons 

| A n =1.2. 3.. .71. 

f t La suite A i , A a , . . . cleviendra 

ty 

|; T, 1.2, 1.2.3, ..., i .2.3. . .(n i)n, ..., 

I 

| et le rapport entre deux termes consecutifs de la meme suite, savoir 

|/ 

I- A4-i _ i. 2. 3.. ,/i(/i- 



i .2.3. . .n. 



rz: 7^ -j- I , 
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convergera evidemment, pour des valeurs croissantes de n, v 
limite ^. Par suite, 1'expression 



converge vers la meme limite. 
On trouverait, au contraire, quo 1'exprcssion 



I.2.3. . . n 

converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zero. 
Souvcnt, a 1'aido des theoremes I et II, on pent determiner la^ 
singuliere que recoit une fonction composee de la variable x, t 
que cettc variable s'evanouit. Ainsi, par cxcmple, si Ton veut ol: 
la valeur singuliere de x x correspondante a x = o, il suffira de 
chor la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croiss 

i 

do x, Fexprcssion (f ) = Cette limite, en verto du theore 

\ x J 7 

X- 1 

(corollaire I), est egale a Tunite. 

De meme, on conclurait du tbeoreme I (corollaire I) que la 
tion 

s'evanouit avec la variable x. 

Lorsgue les deux Lermes d' une fraction so/it des quantites inftn 
'peliles, dont les valeurs numeriques deeroissenl indefmiment avet 
de la variable a, la valeur singuliere que re foil ceLte fraction, pour c 
esl tantdl finie, tantot nulle on infinie. En ciFet, designons par k, k* 
constantes finies qui nc soient pas nulles, et par e, e' deux noi 
variables qui convergent avec a vers la limil.c zero. Deux infin: 
petits, Tun de Tordre n, 1'autre de I'ordrc n', pourront etre i 
sentes respectivement par 
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et leur rapport, savoir 



e 



aura evidemment pour limite 

k' 

y j si Ton suppose n 1 = n, 

o, si Ton suppose n'> n, 
:oo, si Ton suppose n'<n. 

On prouverait de meme que la limite vers laquelle converge le rapport 
de deux quantites infiniment grandes, tandis que leurs valeurs nume- 
riques croissent indefiniment avec celle d'une mme variable x,peul dtre 
nulle, finie ou infinie. Seulement, cette limite a un signe determine, 
constamment egal au produit des signes des deux quantites que Ton 
considere. 

Parmi les fractions dont les deux termes convergent avec la va- 
riable a vers la limite zero, on doit placer la suivantc 



toutes les fois qu'on attribue a la variable x une valeur dans le voisi- 
nage de laquelle la fonction/(a?) reste continue. En effet, dans cette 
hypotheses la difference 

f( x + a )f(x) 

est une quantite infiniment petite. On peut meme remarquer qu'elle 
cst en general un infmiment petit du premier ordre, en sorte que le 
rapport 

/O -+ a) f(x) 



converge ordinairement, tandis que la valeur numerique de a diminue , 
vers une limite finie differente cle zero. Cette limite sera,, par 

exemple, 

2.r, si Ton prend /(a?) =. x^ 

et 



~ si Ton prend f(x)~~ 

" ' 



QRnvres de C., S. H, t. HI. 



66 COURS D'ANALYSE. 

Dans le ca's particulier oil Ton suppose x = o, le rapport 



se reduit a cet autre 



Parmi les rapports de cette derniere especc, nous nous bornetor 
a considerer le suivant 



sn a 
a 



Comme il peut etre mis sous la forme 

sin( - a) 



salimite restera la meme, quel que soit le signe de a. Cela pose t 
cevons que Tare a resolve une valeur positive tres petite. La core 
Tare double 2a etant representee par ^>sina, on aura eviclenii 

aa > 2 sina et, par suite, 

a > sina. 

De plus, la somme des tangentes menees aux extremites de Tar 
etant representee par 2tanga, et fbrmant une portion de polyi 
qui enveloppe cet arc, on aura encore 2tanga^>2a et, par ec 

quent, 

tang a >> a. 

Enreunissant les deux formules qu'on vient d'etablir, on trouver 

sin < a <C tang a; 
puis, en remettant pour tanga sa valeur, 

sin a 

sma< a < 

cos a 

et, par suite, 

a i 

- 



sin a cos a 



sin a 
i > > cos a. 

a 
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Or, tandis que a diminue, cosa converge .vers la limite i : il en sera 
done de meme a fortiori du rapport toujours compris entre i et 
cosa, en sorte qu'on aura 

/-\ i- sina 

i j ) hm i. 

a 

La recherche des limites vers lesquelles convergent les rapports 

/(j?H-a) /(a?) /( a )/(o) ,_ _ , . . i- * i n i i 

- -> J g etantun des pnncipauxobjets duCalcul 

infinitesimal, nous ne nous y arreterons pas davantage. 

II nous reste a examiner les valeurs singulieres des fonctions de 
plusieurs variables. Quelquefoisces valeurs sont completement deter- 
minees et independantes des relations que Ton pourrait etablir entre 
les variables. Ainsi, par exemple, si Ton designe par 

a, 6, x, y 

quatre variables positives, dont les deux premieres convergent vers la 
limite zero et les deux dernieres vers la limite QO, on reconnaitra sans 
peine que les expressions 

QL Y 

ab, xy, -, ^3 off, JC? 

JO o 

ont pour limites respectives 

0, 00, O, 00, O, CO. 

Mais le plus souvent la valeur singuliere d'unc fonction de plusieurs 
variables ne peut etre entierement determinee que dans le cas parti- 
culier oil, en faisant converger ces variables vers leurs limites respec- 
tives, on etablit entre elles certaines relations; et, tant que ces rela- 
tions ne sont pas iixees, la valeur singuliere dont il s'agit est une 
quantite on totalementindeterminee, ou seulement assujettie a rester 
comprise entre des limites connues. Ainsi, comme on 1'a remarque 
plus haul, la valeur singuli&re a laquelle se reduit le rapport de deux 
variables infmiment petites, dans le cas oil chacune de ces variables 
s'evanouit, peut etre une quantite quelconque finie, nulle ou infinie. 



68 COURS I) 'ANALYSE. 

En d'autres termes, cette valeur singuliere sera completement inde- 
terminee. Si, au lieu de deux variables infiniment pctites, on consi- 
clere deux variables infiniment grandes, on trouvera que le rapport 
de ces dernieres, tandis que leurs valeurs numeriques croissent indc- 
"finimenty converge encore vers une limite arbitraire, mais positive ou 
negative, suivant que les deux variables sont de meme signe ou de 
signes contraires. II est egalemcnt facile de s'assurer que le produit 
d'une variable infiniment petite par une variable infiniment grande a 
pour limite une quantite completement indetermineo. 

Afin dc presenter une derniere application des principes qu'on 
vient d'etablir, cherchons quelles valeurs il faut attribuer aux variables 
x et y pour que la valeur de la fonction 

i 

y 

>. 

devienne indeterminee. Si Ton designo par A un nombre superieur a 
Tunite, et par L la caracteristique clcs logaritlimes clans le systerne 
clont la base est A, on aura evidemment 



et, par suite, 

j uj) 



Or ii est clair que 1'cxpression 

A -T- 

convergera vers une limite indeterminee, lorsque le rapport 



convergera lui-rneme vers une semblable limite, ce qui arrivora dans 
deux cas differents, savoir : i lorsque L(j) et x seront deux quan- 
tites infiniment petites, c'est-a-dire lorsque x et y auront pour limites 
respectives o et r; 2 lorsque L(j) et^r seront deux quan tiles infini- 
ment grandes, c'est-a-clire lorsque, x ayant une limite infinie, y aura 



I 1 it KM I fiHK PVHTIK. CHUMTItK II. <K> 

{iitiir liiiisif ii mi x. II tsf butt d'obscrvcr quo, clans Pun <! Paulr^ ras 
I.i limiti* indt*t<*rtniniV tli* IVxpivssinit 



SIT;* nrrt'ssairrmi*nl positive. I! pent iiieine arrivrr quo eolfo limito 

Miii aosttjrUit* a iif*iiiinri*r comprise enfn* les vahutrs exlrntit*s n et i* 
MU !iiiii ruin 4 li*s stiivanirs t et x, (lniu*rvnns* par c^eiiiple f qtie rha- 
riinr di*s v;iriabb*.H r i*l y rniivergi* virs la liniite x. Hans ee ras, la 
i* du rappnri 



, t 

i* i|Ur!rniu|th*, nl|i iti^v* A 8 n pimrra 



Hi<it*ii<n!iiut't', tiiiii ijiii* Fiitt trrtahtira pas inln lc*s variahl*s 

it yrainli*^ , t r rl ^ tli* ri*l;itiiiii parfirulii^rt*. Mais, si Pon suppose 



I * v \ fiiinlitiii ijiii ITIIHSI* iiiil 4 *liitiiijiiil avir la va- 

ii*illi j*,. alors la itinyrniti* ilunl il M'a^it, nVtattl liiitrt* rltosi* qti 1st 

flliiili* il* 



nlitii'itilra tlf*lt*rfitti$t*i% ijiti* I'titi ptitirrii nnuvont. calnilor It 

r*nt|i* tin H. 

i 
Si, .HI ill* la fiiftfiittfi v* t mi *i ciHiHiiii f| K* la Kuivanfi* 



n iiiiMit truiiii* i|iii* nth* drrnirrt* ilrvii'nf incl^tcrmimV : t 

i.i i,ifKibl^ t **i!iit*f||i* n*fH (a liiiiili* i i*t la variahli* *r v*rs TI 

f t * K; "f* itiisiji!i* t la variable *r ayattl /,4*ro pnur limiti*. 
\t'rs^i*ru mi ins riiiiiiii posifif, 
'iiM on tvnruulri* (Ian* It* rab'iil ili^rxpn'ssinns 

IrH liniiles vt*rs 
li*s t (audis {{uiM 
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variables deviennent infiniment petites ou infiniment grandes, on 
meine, plus generalement, convergent vers des limites fixes. Telles 
sont, par exemple, les expressions 

0X0, ~? ooxco, -, OXoo, 0, I 30 , ..., 
O oo 

parmilesquellesondoitregarderles deux premieres commeles limites 
vers lesquelles convergent le produit et le rapport de deux variables 
infiniment petites, les deux suivantes comme les limites clu produit 
etdu rapport de deux variables positives infiniment grandes, etc. Si 
Ton considkre en particulier les expressions singulieres quo pro- 
duisent les fonctions 

x - 

x-\~y, MY, -7 y x , v , 

on trouvera que les valeurs de ces memes expressions, lorsquc les 
variables restent independantes, peuvent etro aisement fixees par ce 
qui precfede. Les equations qui serviront'a determiner ces valeurs 
seront respectivement 



Pour 
les 

fonctions 



x H- j oo -H oo zz oo, co oo ~z M. ( ( -- 'X, H- oc )') ; 

OXO-O,' 0X00 :::: O X CO :::: M (( ..... OO, ~h oo)), 



o ... . , , 

-=MU-oo, +)), 



( o a =oo=M((o, oo)), 
V* 

- 



11 11 

l 

r 



==:oc r^o OU oo, 0*1= oo" 00 n= M ((o, r)), 

i i i 
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CH4PITRE III. 

DES FONCTIONS SYMfcTRIQUES ET DES FONCTIONS ALTERNEES. USAGE BE CES FONCTIONS 

1'OUK LA RESOLUTION DES AQUATIONS DU PREMIER DEGRfi A UN NOMBRE QUELCONQUE 
D'INCONNURS. DES FONCTIONS HOMOGENKS. 



I. Des fojiciions symetriques. 

Une fonction symetrique de plusieurs quantites est celle qai con- 
serve la meme valear et le meme signe apres un echange quelconque 
opere entre ces quantites. Ainsi, par exemple, cliacune des fonc- 

tions 

.r+r, tf^-hy*, xys, sin^ 4- sinyn- sin^, ... 



cst symetrique par rapport aux variables qu'elle renferme, tandis que 

x-y, sP, ... 

sent des foncttons non symetriques des variables x et y. De meme 

encore 

& + c, & 2 -hc 2 , be, ... 

sont des fonctions symetriques des deux quantites 6, c; 

be +- bd -+- cd, bed 



sont des fonctions symetriques des trois quantites b, c, d; .... 

Parmi les fonctions symetriques de plusieurs quantites b, c, ..., 
g, h, on doit distinguer celles qui servent de coefficients aux diverses 
puissances de a dans le developpement du produit 



et dont les proprietes conduisent a une solution tres elegante de plu- 
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sieurs equations du premier degre entre n variables x, y, 5, . . . , u, 9 

lorsque ces equations sont de la forme 



(i) 



x _j_ y -+- z 4-... 4- it 4- r A~ , 
a ,7? 4- b y 4- c 5 4- . . . 4- * 4- h v ~: Av l? 



a"- 1 ,2? 4- ^ w ~ I j -1- c"- 1 5 4- . . . 4- ff n ~ l if H- h n ~~ l c = A' w -!- 

En efFet, soient 

A- 3 =: (b -h C -4-. . . -h g -h /O, 

A /? __ 3 = ^c -j- . . . -I- bg -h bh -i- . . . 4- c# -+- c?A -h ...-+ ^7i, 

> 

Ao =:6c...^A 

les-fonctions symetriques dont il s'agit, en sorte qu'on ait 

rt - l -h Art- 2 a"- a -h. . . 4- Ajflr-f- A = (a h) (a e) (a -~ d) 

Si, clans cettc derniere formule, on remplaco successivcmont a pa 
/;, par c, . . . , par g, par A, on trouvera 

b n ~ } 4- Art^a 6 71 - 8 + . . . H- A t 6 -h Ao -- o, 
c"- 1 -4- A- s c"- 2 -+-. ..-H Ajc 4-A,,--o, 



^- 1 4- A /; _ 2 g*~ a 4- .... 4- A a ^ 4~ o =: o, 
A"- 1 4- Art-a/i*- 2 4-... 4- A! h 4- A =:o. 

Si Ton ajoute ensuite membre a membre les equations (i), apres avoi 
multiplie la premiere par A , la seconde par A,, . . . , ravant-dernieri 
par A w . 2 > et ^ a derniere par Tunite, on obtiendra la suivante 

(a 11 - 1 4- &n~*La n ~- 4-. . . 4- Aj ^r 4~ A ).z? = k n ^ ~h A rt -2/^-> -I- . . . H- A t /^ 4- A A^ 
ct Ton en conclura 

n z \ (J>-^C^ Cg 
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On determinerait par un precede analogue les valeurs des autres 
inconnuesy, 5, ..., u, p. 

Lorsque, dans les equations (i), on substitue aux constantes 

A K 19 A" 2 , . . ., _! 

les puissances entieres successives d'une meme quantite k, savoir 

* = i, k, k\ ..., #-*, 
la valeur trouvee pour x se reduit a 

(3) x ^ (k-b)(k-c}...(k~-g)(k-h) 

' 



II. - Des fonctions alternees. 

Une fonction alternee de plusieurs quantites est celle qui change de 
signe, mais en conservant au signe pres la meme valeur, lorsqu'on 
echange deux de ces quantites entre elles; en sorte que, par une 
suite de semblables echanges, la fonction devienne alternativement 
positive et negative. D'apres cette definition, 



sont des fonctions alternees des deux variables x et y\ 



est une fonction alternee des trois variables x 9 y, z, et ainsi de suite. 
Parmi les fonctions alternees de plusieurs variables 



on doit distinguer celles qui sont rationnelles et entieres par rapport 
a cliacune de ces memes variables. Supposons une semblable fonction 

OEuvres de C. S. II, t. III. JO 
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developpee et mise sous la forme d'un polynome. Un de ses terme 
pris au hasard, sera de la forme 



p, g, r, .. . , s, t designant clcs nombres entiers, et k un coefficiei 
quelconque. De plus, la fonction devant changer de signe, mais coi 
server au signe pres la memo valeur, apres I'echange mutuel d< 
deux variables x et y, il faudra dc toute necessite qu'au terme doi 
il s'agit corresponde un autre terme de signe contraire 



cleduit du premier en vertu cle cet echange. La fonction se compose) 
clone de termes alternativement positifs et negatifs, qui, reunis den 
a deux, produiront des hinomes de la forme 



z r . . .u s v l 



Dans chaque bindme de cette espece, /?, </ seront necessaircmcnt deu 
nombres entiers distincts Tun de 1'autre, et, commo la difference 



est evidemment divisible par y x on, ce qui rcvient au mdme, p? 
x y, il en resultc quc chaque binome, etpar suite la somme d( 
binomes on la fonction proposee, sera divisible par 



Comme on peut d'ailleurs, dans les raisonnemcnts qui precedent, sul 
stituer aux variables x, y deux autres variables quclconques x et 
on yet 5, ..., on obtiendra defmitivement les conclusions suivantes 
i Une fonction altcrnee, mais cntiere, dc plusicurs variables x,) 
z, . . . , u, 9, est composee dc termes alternativement positifs et negj 
tifs, dans chacun desquels les diverses variables out toutes des exp( 
sants differents; 
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2 Une semblable fonction est divisible par le produit des diffe- 
rences 

(7-3T), (5-0?), ..., (UX), lb(p-3?), 

(s-y) 9 ..., (u-y) 9 (v-y) 9 



prises chacune avec tel signe qae Ton voudra. 

Le produit dont il est ici question, ainsi qu'on peut aisement le 
reconnaitre, est lui-meme une fonction alternee des variables que 
1'on considere. Pour le prouver, il suffit de faire voir que ce produit 
change de signe, en conservant au signe pres la meme valeur, apres 
1'echange mutuel de deux variables, x et y par exemple. Or, en effet, 
suivant que 1'on'adoptc pour chaque difference le signe -f- ou le 
signe , cc produit se trouve egal soit a -j- 9, soil a 9, la valeur 
de 9 etant determinee par 1'equation 



et, comme il est evident que cette valeur de 9 change seulement de 
signe en vertu de Techange mutuel des variables x et y, on peut con- 
clure qu'il en sera de meme d'une fonction equivalente soit a 4-0, 
soit a 9. 

Concevons, pour fixer lessees, que Ton prenne chacune des diffe- 
rences (i) avec le signe -K Le produit de toutes ces differences sera 
la fonction 9 determinee par Fequation (2) ou, ce qui revient au 
meme, par la suivante 

(3) 9 = (y x) X (* x) (zy] X . . . x (<> a?) (v ~~ y) (>> s). . .(P M). 

Si, de plus, on appelle n le nombre des variables x, y, s, ..., u, v, 
n i sera evidemment le nombre des differences qui renferment une 
meme variable : et par suite, dans chaque terrne de la fonction 9 de.ve- 
loppee et mise sous la forme d'un polynome, 1'exposant d*une variable 
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quelconque ne pourra surpasser n i. Enfin, comme dans un men 
terme les differentes variables devront etre affectees d'exposants di 
ferents, il est clair que ces exposants seront respectivement egai 

aux nombres 

o, i, 2, 3, ..., n i. 

Chaque terme, abstraction faite du signe et du coefficient numeriqn 
sera done equivalent au produit des diverses variables rangees dai 
un ordre quelconque, et respectivement elevees aux puissances ma 
quees par les nombres o, i, 2, 3, .. . , n i. On doit ajouter qu 
chaque produit de cette espece se trouvera compris une seule foil 
tantot avec le signe +, tantot avec le signe , dans le developpemei 
de la fonction op. Par exemple, le produit ; 



ne pourra etre forme que par la multiplication des premieres lettn 
des facteurs binomes qui composent le second membre de Tequj 
tion (3). 

A Taide des principcs que nous venons d'etablir, il est facile de cor 
struire en entier le tleveloppement dc la fonction 9, et dc demontrc 
ses diverses proprietes (voir a ce sujet lii Note IV). Nous allons mak 
tenant faire voir comment on se trouve conduit, par la consideratio 
d'un semblable cleveloppement, a la resolution des equations gent 
rales du premier degre a plusieurs variables. 

Solent 



(4) 



5 H-.-.-h^M 4-/M> 



>n,-\X 4- bn-iy 4- CV-i 4- ... 4- ^,i_i M ~h /i, t -i <-' ~ AV_, 

n equations lineaires entre les n variables ou inconnues 
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et les constantes 



c 2 , 



choisies arbitrairement. Representons, en outre, par P ce que devient 
la fonction cp lorsqu'on y remplace les variables 

a, y, z, . . . , u 9 r 

par les lettres 

a, b, c, ..., g, h 

considerees comme autant de nouvelles quantites, en sorte qu'on ait 
(5) Pz=(6 a)x(c a)(c ft) x. . .x (A a) (A ft) (A c). . .(A ^). 

Le produit P sera la fonction alternee la plus simple des quan- 
tit6s a, 6, c, ..., g, A; et, si Ton developpe cette fonction par la 
multiplication algebrique de ses facteurs binomes, chaque terme da 
developpement sera equivalent, au signe pres, au produit de ces 
memes quantites rangees dans un certain ordre, *et respectivement 
elevees a des puissances marquees par les exposants o, i, 2, 3, . . . , 
n i. Cela pose, concevons que dans chaque terme on. remplace les 
exposants des lettres par des indices, en ecrivant, par exemple, 



au lieu du terme 



et designons par t) ce que devient alors le developpement du pro- 
duit P. La quantite D aura evidemment, tout comme le produit P, la 
propriete de changer de signe lorsqu'on echangera en Ire elles deux 
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des lettres donnees, par exemple les deux lettres a et b. II est ais 
d'en conclure que la valeur de D sera reduite a zero, si Pon ecrit dai 
tous ses termes la lettre b a la place de la lettre a, sans ecrire en men 
temps a a la place de b. II en serait de meme si Ton ecrivait partout 
la place de la lettre a Tune des lettres c, ..., g, h. Par suite, si, dar 
le polynome D, on designe la somme des termes qui out a Q poi 
facteur commun par A a , la somme des termes qui renferment 1 
facteur a { par A, a, , . . . ; enfin la somme des termes qui ont pour fa< 
teur a n , { par A^a,^, en sorte que la valeur de D soit donnee ps 
1'equation 

(6) D = AQ&O + At^j 4- A 2 tf 2 -i-- -4- A/i-jff/i-!, 

on trouvera, en ecrivant successivement clans le second mcmbre d 
cette equation les lettres b, c, . . . , g, h a la place de'la lettre a, 



(7) 



o = A b Q -+> A i b 1 -1- A 2 

O z 



O ZZI A ^ -h A, g-j -f- A 2 ^ 2 -+- . . . -+- A,,-! g^ , 

o =A /Jo-*- Ai/ij-r- A 2 A 2 -h. . . -H Art-i^,,-!. 



Supposons maintenant qu'on ajoute membrc a membre les eqas 
tions (4), aprfes avoir multiplie la premiere par A , la seconde par A, 
la troisifeme par A 2 , ..., la derniere par A^. On verra, dans cett 
addition, les coefficients des inconnues y, s, ..., u, v disparaitr 
d'eux-memes en vertu des formules (7), et Ton obticndra definitive 
ment 1'equation 



do laquelle on conclura 

/ON A ^ --h A! /c t H- A 2 A- 2 H- . . . H- A^_ t k n , 



Comme d'aiileurs des deux quantites 

D et AQ/CO+ Ai 
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la proiuh'ro osl ro quo doviout It 1 dovcloppomoul du prmtuit 

(It - ii I x (r ")(' A) x , . . x (/* ft) (h It) (A - ........ - r). . .(/i #) 

lorsquo dtus CM* dovoloppomont cm romplaoo los oxpnsants dos lottros 
par do* indioos, ft. la soomtdo, oo quo doviout la quanfifo IK oquiva- 

lonlo aii strti!til imniiltri* <It* la fiiriiiiiit 1 (II), lorsqu'ou y stihstitut* la 
It^liri 1 k li la li*tlr* n f il in iTsnlfr* qui^ la valtnir ill 1 ,r pout otn* nnsro 
ri' 1 par IVcina 



i / - A I - f r /* 1 1 c /* i * . . , - I /i /, H li -h H /i r ). . . ( // /r } 

Mill', . | 

t i* tt I - ! r #i H * ^ ):..,-./* */ 1 ! /i A I i /i r i . , . ( /i ,4*" ) 



ii ijt'ti* Tiiii i*iuviiMui** ili* itni*tojjHr lis dni\ ttrnH*s <it* la frac- 
tion tjtii loriiii* It* srrttittt fiii*iit{iri% i*t tit* riMttplarr ilaus i*iiat|u<* ilrvt- 
liijjN*iiiiiiI |i*s rxposaiits iltvs li*lln> par ilos iu<lt*is. Ka vali*tir cjitt* 
r*quatiuii |tj,| prisr it la Irllri 4 sHttbii 1 iotirtiir pour riticouutio .r, 
uVtaiit i*\ac* fi il in* piiuvattl It* <l*v(Miir cjui* par suiM* cUs utoditi- 
ratioiiH iottrit | j* i*st 1*1* ijiti* mutuarrtMiH 11111* valrnr ,v>7/*///i>/wr 

ifi* rrfli* itifotiiitif 1 . 

I*a liirllitiili 1 ifiii IIOUH i romlitilM It lit viiti 1 !!!* Hymboliquc de ,r fttur- 
tiirait rgitimiiintf *f fc lh <li* atitron incotituiOH. Pour montr<*r tine 
appliralinn ill* rrfti 1 turilititlts HtipposoiiH ijiill H*ugiHHO do rta 
I**** rquaiions linoairos 



On IffitiiWtt ilaiiH t f i*t1i liypiititi^is pour hi valour syinholiquo do 

riiliiiili* j*. 

i /^ A 1 1 r /! /i ! 

\ i I* *j H r #i | f r /if 

1111 I A/*i- AAV l l 1 /^^ ^//*r - A 1 /*"*' 1 A 1 /! 1 ^, 

* fl"^ 1 !' 1 fi-^f* . ii/*V rl'/^i-f il 1 //*!* 1 il'AU',,' 
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et par suite, la valeur veritable de la meme inconnue sera 



. Lorsque, dans les equations (4), on remplace les indice 
des lettres a, b, c, . . . , g, h 9 k par des exposants, la valeur symbo 
Jique de x donnee par 1'equation (9) devient evidcmment la valeu 
veritable, et coincide, comme on devait s'y attendre, avec celle qu 
fournit la formule (3) du I. 

III. Des f auctions homo genes. 

Une fonction de plusieurs variables x, y, s, . . . est homogm 
lorsque, / designant une nouvelle variable indepcndantc des pre 
mieres, le changement de x en tx, de y en ty, de z en ts 9 ... fai 
varier cette fonction dans le rapport de 1'unite a une puissance deter 
rninee de t, et Texposant de cette puissance est ce qu'on nomme b 
degre de la fonction homogene. En d'autres terrnes, 



sera une fonction homogene du degre a par rapport aux variables a? 
y, s, . . . , si Ton a, quel que soit t, 

(i) f(tx 9 ty, ts, . . .) = t*f(x, y,s,...). 

Ainsi, par exemple, 



* H- xy -H / 2 , \Jxy , ly 



sont trois fonctions homogenes des variables x et y, la premiere di 
second degre, la deuxieme du premier degre, et la troisieme d'ui 
degre nul. Une fonction entiere des variables &, y, 5, . . . , compost 
de termes tellement choisis, que la somme des exposants des diverse* 
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\ariabtos soil la inomo dans tons Io* tormos, ost ovidommonl homo- 



Si, dans la I'nniiulo ( i ) f on fail / * * on on conclura 

,i* 



llrlii* tlrrnirri* rijtiiitiiiii rlablit nm jinipriH <ls fonctions 

griii^ i|ii*iiii }i!*iil riiiitit 1 ! 1 !* tit* ia nianirn* suivanlc : 

Lnmjtiunt'J**nrritm tic [ilnsiwtn mritthtcs x\ y* s f ... cut 

ri/iiiriiiil mi fie /'/if ywr/rd/iywi* r/r'.v iv/nViA/^v f'/rnw ri 

wlttinr ffuissttncr i*ttr nnrfnnrtinn flea ntjtporl$ wit re res tntrnes wtriahtcs 
ri <inu\ 



On |l*iil iiji!tti*r ijin* rftt** jinpri'ti' apparlii*nt oxflusivrmont an\ 
fVtiirfiiiii% iMifiio^rnoH,, Kt t 1*11 rflVl, supptmons ^/( r, ^>% 5, . ..) IMJUI- 
valt fl iitf* mi |irothtit ill* .i^ 1 jir lino fnnrtton iii*H rii||mr(K ontiT l<*s 
v;tri;ibii*H *i% ,v. a ... roinbinros tfinm It dtnix, HIIIIIIIH* on pourra 

IU*H riififitirN u iiiiiyt 1 !! do 1*1*11% tjiii nnt *r pour dono- 






i* ^orivatttt pur txom|ilfs mi How do -* 



il IMI ri'Millo quo In valour do/< ^\\\ s, , * ,) nora donnoo pur uno equa- 
tion do la forino 



i>lto rijiiiitiiiii dovra M!bHiHior qtiollos quo soionl los valours lt* *** 
;...; *l, ^t I'iin y rotuplaoo 



,r fiiir l.r / fiitf /^Vt s par 
4t* vio it lira 



ir, ~ s, ti. i. fit 
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Par suite, on aura, quel que soit t, dans Thypothese admise, 



ou, en d'autres termes, 

f(x,y 9 5, ...) 

sera une fonction homogene du degre a par rapport aux variables x, 
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CHAPITRE IV. 

DETERMINATION DBS FONCTIONS ENTIRES, D*APRES UN CERTAIN NOMBRE DE YALEURS 
PARTICULIERES SUPPOSEES CONNUES. APPLICATIONS. 



I. Recherche des fonctions entieres d'une seule variable, 
pour lesquelles on connait un certain nombre de valeurs par- 
ticulieres. 

* Determiner une fonction d'apres un certain nombre de valeurs par- 
ticulieres supposees connues, c'est ce qu'on appelle interpoler. Lors- 
qu'il s'agit d'une fonction d'une ou de deux variables, cette fonction 
peut etre consideree comme 1'ordonnee d'une courbe ou d'une sur- 
face, et le probleme de \ interpolation consiste a fixer la valeur gene- 
rale de cette ordonnee d'apres un certain nombre de valeurs particu- 
lieres, c'est-a-dire a faire passer la courbe ou la surface par un certain 
nombre de points: Cette question peut etre resolue d'une infinite de 
manures, et en general le probleme de Tinterpolation est indeter- 
mine. Toutefois, Findetermination cessera si, a la connaissance des 
valeurs particulieres de la fonction cherchee, on ajoute la condition 
expresse que cette fonction soit entiere, et d'un degre tel que le 
nombre de ses termes devienne precisement egal au nombre des 
valeurs particulieres donnees. 

Supposons, pour fixer les idees, que Ton considere d'abord les fonc- 
tions entieres d'une seule variable cc. On etablira facilement a leur 
egard les propositions suivantes : 

L Si une fonction entiere de la variable x s'evanouil pour 
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une valeur particuliere de cette variable, par eocemple pour x = x^ elk 
sera divisible algebriquement par x X Q . 

THEORME II. Si une fonction entiere de la variable x sevanouii 
pour chacune des valeurs de x comprises dans la suite 



n ddsignant un nombre entier quelconque> elle sera necessairement divi- 
sible par leproduit 

(^ X X } \^OC X i j { CC ** tZ'g J . . . \ 3C -"""" 3->ti- j ) * 

Soient maintenant 9(0?) et ^(a?) deux fonctions cntieres de la 
variable x, Fane et 1'atitre du degre n i, et qui deviennent egales 
entre elles pour chacune des n valeurs particulieres clc x comprises 
dans la suite a? , x { , x, . . . , a? n _,. Je dis que ces deux fonctions seropt 
identiquement egales, c'est-a-dire qu'on aura, quel que soit x, 



et, en effet, si cette egalite n'avaitpas lieu, on trouverait dans la dif- 

ference 

*\>(x) 9(0?) 

un polynotne entier dont le degre ne surpasserait pas n i, mais qui, 
s'evanouissant pour chacune de valeurs de x ci-dessus mentionnees, 
serait pourtant divisible par le produit 



c j est-a-dire par un polynome du degre ft, ce qui est absurde. On serait 
assure a fortiori^ 1'egalite absolue des deux fonctions 9(3?) et^(^), 
si Ton savait qu'elles deviennent egales entre elles pour un nombre 
de valeurs de x superieur a n. On peut done enoncer le theorfeme sui- 
vant : 

THEOR^ME III. Si deux fonctions entieres de la variable x deviennent 
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egales pour un nombre de valeurs de cette variable superieur au degre dc 
chacune des deux fonctions, elles seront identiquement egales, quel que 
soil x. 

On en deduit comme corollaire cet autre theoreme : 

THEOREMS IV. Deux fonctions entieres de la variable x sont identi- 
quement egales Louies lesfois qu elles deviennent egales pour des valeurs 
entieres quelconques de cette variable, ou mme pour toutes les valeurs 
entieres qui surpassent une limite donnee. 

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de x, pour lesquelles 
les deux fonctions deviennent egales, est indefini. 

II suit du theoreme III qu'une fonction entiere u du degre n i 
sera completement deterrhinee, si Ton connaitses valeurs particulieres 



correspondantes aux valeurs 



de la variable x. Cherchons dans cette hypothese la valeur generate de 
la fonction w. Si Ton suppose d'abord que les valeurs particulieres w , 
u { , . .. , */,,, se reduisent toutes a zero, al'exception de la premiere w of 
la fonction u, devant alors s'evanouir pour .x = x t , pour x = x, . . . , 
enfin pour x = x n - {9 sera divisible par le produit 



et sera par consequent de la forme 



k ne pouvant etre qu'une quantite constante. De plus, u devant se 
reduire a U Q pour x = x , on en conclura 
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et, par suite, 



U = UQ 
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(x a?i)(a?-~ a? 8 ). . . ( a? 'g/i-i ) 



De meme, si ies valeurs particulieres M O , u^ u & , . . . , ^ se reduisent 
toutes a zero, a 1'exception de la seconde u { , on trouvera 



Enfin, si elles se reduisent toutes a zero, a 1'exception de la derniere 
!/-!, on trouvera 



En reunissant Ies diverses valeurs de ^ correspondantes aux diverges 
hypotheses qu'on vieht de faire, on obtiendra pour sonime un poly- 
nome en x du degre n i, qui aura evidemment la propriete de se 
reduire a w pour x =-x Q , a u { pour x = x^ . . . , a u n ^. { pour ic = x n ^\. 
Ce polynome sera done la valeur generale de u qni resout la question 
proposee, en sorte que Cette valeur generale se trouvera determines 
par la formule 



(i) 



, = u f 



(x x l ) ( x .o? 



On pourrait deduire directement la meme formule do la methode que 
nous avons employee ci-dessus(Chap. Ill, I) pour resoudre dans un 
cas particulier des equations lineaires a plusieurs variables (voir a ce 
sujetlaNoteY). 

Si, en designant par a une quantite constante, on remplace dans la 
formule (i) la fonction u par la fonction u a, qui sera evidemment 
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de meme degre, et les valeurs particulieres de u par les valeurs parti- 
culieres de u a, on obtiendra Tequation 



u a=: (HO a): 



.(, ) 



? -a? )(ar- a? 8 ). . .(a?- a?/i-i) 



et, en comparant cette equation a la formule (i), on trouvera la sui- 
vante 



(3) 



I 



(^/i 1 ^0 ) (^nl ^'l ) \ 



1 ^tt- 2 ) 



Cette derniere equation est identique et subsiste quel que soit x. 

Les equations (i) et (2) peuvent servir Tune et 1'autre a resoudre, 
pour les fonctions entiferes, le problfeme de Tinterpolation; mais il 
convient, en general, de preferer pour cetobjet liquation (2), attendu 
qu'on peut y faire disparaitre Tun des termes du second membre, en 
prenant la constante a equivalente a Tune des quantites 



Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de faire passer une droite 
par deux points donnes. Designons paro? , y les coordonnees rectan- 
gulaires du premier point, par x { , y { celles du second, etpar y 1'ar- 
donnee variable de la droite. En rempla^ant dans la formule (2) la 
lettre u par la lettrey, puis faisant n = i et a = y , on trouvera pour 
1'equation de la droite 



(4) 
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Supposons, en second lieu, qu'il s'agisse de faire passer par trois 
points donnes une parabole dont 1'axe soit parallele a 1'axe cles y. 
Nommons 

les coorclonnees rectangulaires des trois points. Soit de plus y Tor- 
donnee variable de la parabole. En remplac-ant toujours, dans la for- 
mule (2), la lettre u par la lettre y, puis faisant n = 2 et a =y t , on 
trouvera pour 1'equation de la parabole 



ou, ce qui revient au meme, 



^~- ^i r/ 

^7,= - - (yo- 

a 2 - ^0 L 



Lorsque dans 1'equation (i) on prend u = x m (m designant un 
nombre entier inferieur a n), les valeurs particulieres de u repr^sen- 
tees par 

UQ, lt lf W 2 , ..., U n -i 

se reduisent evidemment a 



On aura done, pour les valeurs entieres de m qui ne surpassent pas 



n 



(7) 



o tfiXav 1 - a?,)... (^o^-i ) 



H-. 



t*- X\(x X^ (x X ] 

Cette derniere formule comprend comme cas particulier 1'equation (3). 
De plus, si Ton observe que chaque puissance de#, eten particulier 



I'ltKMlKIlK I'AKTIK. :ilAI'ITKK IV. Hi) 

a j.ui^an,-,. .r' ; ', ,(,( mVi'ssairi'iiu'iit avoir I,, mi-mo nit-ilii-ii.nl dans 
i.'i!\ nt.'niliri's iti> hi furmuli' ( 7 >, on trouvcnt : 
i " KJI *>ti|t|}itsaiit M " n t , 



in 



n'iii2iri|in*r tjiir l;i liinitiilr i H i ^iifi,%Hlr thm* It* fas iiii*i>n 

ii%i" III it, r*| fii'VHMtl 



II, M7 

-/ //* t ii/i r* f lum i/r inifi Hirlwtnn \ w;a?rrv rwtnurx. 



|j*% Ii*.%i|tirl 

*^;^*<.,*vi-. % 11, i. HI, 
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eonnues, peuvent etre facilement etendues, commc 6n va le voir, j 
fonctions de plusieurs variables. 

Considerons d'abord, pour fixer les idees, des fonctions de di 
variables x et y. Soient y(x,y), fy(&,y) deux semblables fonctio 
Tune et 1'autre du degre n i par rapport a chacune des variables, 
qui deviennent egales entre elles toutes les fois que, en attribuant \ 
variable x une des valeurs particulieres 



on attribue en meme temps a la variable y Tune des suivantes 



o(.r , j), ^(x l( , y) seront deux fonctions de la seule variable y, c 
deviendront egales entre elles pour n valeurs particulieres de ce 
variable. Par suite (en vertu du theoreme HI, I), ces deuxfonctic 
seront constamment egales, quel que soity. On aura done identiqi 

rnent 

9(^0,7)^^(^0,7)* 

On trouvera de meme 



D'ailleurs, les premiers membrcs des n equations precedentes sc 
autant de valeurs particulieres de la fonction 9(0?, 7) dans le cas 
Ton y considere x seul comme variable, et les seconds membres repi 
sen tent les valeurs particulieres correspondantes de la fonction ^(^,j 

Les deux fonctions 

?(^/)> ^(^y) 

lorsqu'on y attribue ay une valeur constante choisie arbitrairemei 
deviennent done egales pour n valeurs particulieres cle x\ et, comi 
.elles sont toutes deux du degre n i par rapport a a?, il en resm 
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qu'elles resteront egales, non settlement pour une valeur quelconquc 
attribute a la variable y, mais encore pour une valeur quelconque 
de x. On serait assure, a fortiori, de 1'egalite absolue cles deux fonc- 
tions <p(a?, j), <\>(x, y\ si 1'onsavait qu'elles cleviennent egales toutes 
les fois queles valeurs des variables x et y sont respectivernent prises 
dans deux suites composees chacune de plus de n termes differents. 
On peut done enoncer la proposition suivante : 

THEORIZE I. Si deux fonctions entieres des variables x el ydevien- 
nent egales toutes les fois qae les valeurs de ces deux variables sont res- 
pectivement prises dans deux suites qui renferment rune et Vautre un 
iiombre de termes superieur aux exposants les plus eleves de x et de y 
dans ces monies fonctions, elles seront identiqiiement egales. 

On en deduit, comme corollaire, cet autre theoreme : 



E II. Deux fonctions entieres des variables x et y sont iden- 
fiquement egales, toutes les fois qu'elles deviennent egales pour des valeurs 
entieres quelconques de ces variables, ou mme pour toutes les imleurs en- 
tieres qui surpassent une limite donnee.. 

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de x et dej pour les- 
quelles les deux fonctions deviennent egales est indefini. 

II suit du theoreme I que, si la fonction y(x, j) est suppos6e 
entiere et du degre n i par rapport a chacune des variables x et y, 
cette fonction sera completement determinee des que Ton connaitra 
les valeurs particulieres qu'elle re?oit, lorsque, en prenant pour va- 
leur de x Tune des quantites 



on prend en meme temps pour valeur de y Tune des suivantes 



Dans la meme hypothese, la valeur generalc de la fonction pourra 
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etre facilement deduite de la formule (i) du paragraphe 

En effet, si 1'on remplace dans cette formule u par <p(a?,^) on 

tirera 



(I) 



(a; - 



.-. (r - } 



-4- 



^ , 

" ' 



et Fon aura, de plus, en- designant par m un des nombres entiei 

3v 

ITn ___ T ' , i ; 

, i * /fc . J * , : 

/ . \ ^ ./ t/ 1 ' ^ / <J ^ ' * * * V 4/ J fl ~~^ ' fn ( /y* \,f \ 



(9) 



, ,, 



( y TO) (r ri) (y /-) 



On conclura immediatement des deux equations qui precedent la ^i 
leur generale de <p(ar,y). On trouvera, par exemple, en supposai 



n = 2, 



(3) 



7?(^o7o) 



i y 



r t a; y t y 



Si Ton considerait des fonctions de trois ou d'un plus grand liOHjl 
de variables, on obtiendrait des resultats 'entierement semblafelef 
ceux auxquels on vient de parvenir pour des fonctions de 
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riables seulement. On trouverait, par exemple, a la place du theo- 
reme II, la proposition suivante : 

THEOREMS III. Deux fonctions entieres de plusieurs variables x, y, 
z, ... sont identiqaement egales toutes le$ fois quelles deviennent egales 
pour des valeurs e?itires quelconques de ces variables , ou meme pour 
toutes les valeurs entieres qui surpassent line limite donnee. 

III. - Applicatiojts. 

Pour appliquer les principes etablis dans les paragraphs prece- 
dents, considerons en particulier des produits formes par la multipli- 
cation de facteurs successifs dont chacun surpasse le suivant d'une 
unite, le premier facteur etant Tune des variables x, 7, s, , et 
cherchons a exprimer, au moyen de ces sortes cle produits, le produit 
tout semblable qu'on obtiendrait en prenant pour premier facteur la 
somme des variables donnees, savoir 

x -h y 4- s + , . . . 

Si Ton reduit toutes les variables a deux, le probleme qu'il s'agit de 
resoudre pourra s'enoncer comme il suit : 

PROBL&ME I. Exprimer le prod till 

(i) (*+y) (*+y i) (a: -hj a) . . . (x 4-/ - M 4- i), 

dans lequel n designe un nombre entier quelconque, par le moyen des 

produits suivants 

x(x i) (x 2) . . . (x n 4- i), 

y(y (y 2 ) - (/ n + 

et de tous ceux qu'on peul en deduire, en changeant seulement la valeur 

de n. 



Solution. Pour resoudre plus facilement la question precedents, 
supposons d'abord que x et y soient des nombres entiers egaux ou 
superieurs a n. Alors le produit (i) ne sera autre chose que le nume- 
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rateur d(3 la fraction qui exprime le nombre des combinaisons p 
sibles de oc-\-y lettres prises n a n, puisque ce nombre estpreci 

ment 

(x -+-/) (x -f-.r - r) (x + y 2) . . . (#-h y n -h T ) 
j . 2 . 3 . . . n 

Cela pose, concevons que les lettres . 

a, b, c 9 . . . , /?, q, /, ... 

etant en nombre egal a x +y, on les diviso en deux groupes, de t* 
maniere que les lettres a, b,c, ... du premier groupc soient en nom] 
egal a x, et les lettres />, </, /% . . . du second groupe en nombre e 
a y. Parmi les combinaisons formees avec ces differentes lettres, 
unes renfermeront seulement des lettres prises dans le premier grou 
Le nombre des combinaisons de cette especc sera 

x(x J ) ( a? 2 ) . . . ( ,r n -h i ") 



i . 2 . 3 . . . n 



D'autres renfermeront n i lettres prises dans le premier groupe, 
une lettre prise dans le second. On determinera facilcment le nom 
des combinaisons de cette seconde especc, et Ton verra qn'il est 6g: 

sc ( x \ ) ( & 2 ) . . . ( x n -+- 2 ) y 



On trouvera de meme pour le nombre des combinaisons qui reni 
ment n 2 lettres prises dans .le premier groupe, et deux let) 
prises dans le second, 

x(x Q (x 2) . . . (x n -+- 3 ) y(y 
i .2.3. . . (n 2) 1.2 3 

etc.; enfin, pour le nombre des combinaisons qui renferinent sei 
ment des lettres prises dans le dernier groupe, 

* 
y ( y } ) ( .y 2 ) ( y +-_* 



_ _ 

I . 2 . 3 . . . II 

La somme des nombres des combinaisons de cbaque espece 



i 
ll 
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reproduce le nombre total des combinaisons des #-f~y lettres donnees 
prises n a n, on en conclura 



i : . 2 . 3 . . . n 



-h 



i 2 . 3 . . . n i . 2 . 3 . . . ( n j ) 

x(x i)...|> tt + 3) >(y r) 



I .2. . . .(/i 2) 

57 J'( y r) . . . ( y n 



i .2 

, JO' 



I.2.37777T 



L'equation precedente, etant ainsi demontree pour le cas oil Ics va- 
riables x ety obtiennent des valeurs entieres superieures a n, subsis- 
tera, en vertu du theoreme II ( II), pour des valeurs quelconques de 
ces variables, et la valeur du produit (i) tiree de la memo equation 
sera 

+ y - - - (^ +/ /* + 



(3) 



n -f- 



I .2 



/i 
I ' 



x(x i) ... (a? /i-+-3)/(y 1)4-... 



(y " 



CorollaireL Si dans 1'equation (2) on remplace a? par T et 
par j, on obtiendra la suivante : 

(x -4- y) f ,2? -h y -f- 1 ) . . . (# H~ 



1.2.3. . . /t 

( x H- i . ) . . . (.3? -f- /^ T ) ,r ( x -h i ) . . . ( x -4- n 2 ) y 



t . 2 . 3 . . . n 

: -4- i) . . . (x -f- ft I 
r . 2 . 3 . . . ( n 2 ) 

i)... I 



i . 2 . 3 . . . n i 



1.2 



4- ^ 



i i . a . 3 . . . ( n j ) ' j . 2 . 3 . . . it 

Corollaire II. Si dans Tequation (2) on remplace x par - et y 
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par - > on trouvera 

(# + Y ] (x_r_^2^ . . . (# -4- y 2 /< + a ) 

2.4-6. . -(2/1) 

w# a). ..'(# 2 /i -1-2) # ( # a )...(# a /a H- 4 ) 



(5) 



a. 4-6. ..(aw) a. 4-6. ..(aw a.) 2 



._ 
2. . 6... 



CorolIairelll. 'En developpant les deuxmembresdeFequation (2), 
et ne consemnt, de part et d'autre, que les termes dans lesquels la 
somme des exposants des variables est egale a n, on obtiendra la for- 
mule _ ., ^, 



y 



[ "1.2. 3. ..n i.a.3.../i 

(6) 



i . 2 . 3 . . . ( n a ) 
d? r rt - 1 



"^ i i.a.S.-.^ i) i. a. 3... /i 
La valeur de (a? -4- j)" tiree de cette derniere formule est precisemenl 
celle que fournit le binome de Newton. 

Les formules qu'on vient d'obtenir peuvent etre facilement 6 ten- 
dues au cas ou Ton considere plus de deux variables; et la methodi 
qui nous a conduits a la solution du probleme I se trouve egalemen 
applicable a la question suivante : 

PROBLEME II. x,y, s, ... designant des variables m nombres qml 
conques, eocprimer le produit 



en fonclion des suivants 

x ( x _ ! ) ( X 2 ) . . . (x n + 



, ? 

ceux quon peat en deduire en changeant la valeur de n. 



*> 

w: 
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On commcncera par resoudre le probleme dans le cas ou x 9 y, s, ... 
designent des nombres entiers superieurs a n, en partant de ce prin- 



cipe quo la fraction 



est egale au nombre des combinaisons que 1'on peut former avee 
x ~+~y H- -s -+ lettres prises n a n\ puis on passera au cas oil les va- 
riables a;, y, s, ... deviennent des quantites quelconques, en s'ap- 
puyant sur le theoremc III da II. Lorsque Ton aura ainsi demontre 
la formule qui resout la question proposee, on en deduira sans peinc 
la valour de la puissance 



On y parviendra, en effet, en developpant les deux membres de la for- 
mule trouvee, et ne conservant cle part et d'autre que les termes dans 
lesquels les cxposants reunis cles variables x, y, s, ... forment line 



sornme egale a n. 



OEuvres de C. S. II, t. III. 
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CH1PITRE V. 



DETERMINATION DES FONCT10NS CONTINUES D'UNE SEULE VARIABLE PROPRES A 

CERTAINES CONDITIONS. 



I. Recherche d' une fonction continue formee de telle manidre <jue 
deux semblables fonctions de qaantites variables, etant ajoutees ou 
multiplies entre elles, donnent pour somme oupour produit une fonc- 
tion semblable de la somme ou du produit de ces variables. 

Lorsque, au lieu de fonctions entieres, on conceit des foliations 
quelconques, dont on laisse la forme entierement arbitral re, on ne 
peut plus reussir a les determiner d'apres un certain nombre de 
valeurs particulieres, quelque grand quc soit cc merne nombre; mais 
on y parvient quelquefois dans le cas oil Ton suppose connues car- 
taines proprietes generates de ces fonctions. Par exemple, une fonc- 
tion continue de x, representee par cp(a?), peut etre completement 
determinee lorsqu'elle est assujettie a verifier, pour toutes les valeurs 
possibles des variables x ct y, Tune des equations 



(2) (p(a?-4- < y) = Gp(a?) X 9(7), 

ou bien, pour toutes les valeurs reelles ct positives des memes 
variables, Tune des equations suivantes : 

(3) 
(4) 

La resolution de ces quatre equations presente quatrc problemes dif- 
ferents que nous allons trailer Tun apres Tautre. 
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PROBLEMS I. Determiner la fonction 9(2?) de maniere quelle reste 
continue entre deux limites reelles quelconques de la variable x, et que 
Von ait pour toutes les valeurs reelles des variables x ety 

(i) 90* 4-7) = 9(3?) 4- 9 (7). 

Solution. Si dans 1' equation (i) on remplace successivement y 
par y 4- s, z par 3 4- M, . . . , on en tirera 

9(#4-74-s-htfH-...) = y(x) -+ cp( y) -+- cp(s) H-cp(w) -h. . ., 

quel que soit le nombre des variables #, j, s, w, . . . ; si, de plus, on 
designe par m ce meme nombre, par a une constante positive, et quo 
Ton fasse 



la formule que Ton vient de trouver deviendra 



Pour etendre cette derniere equation au cas oil le nombre entier m 
se trouve remplace par un nombre fractionnaire ? ou meme par un 
nombre quelconque p., on fera, en premier lieu, 






rn et n designant deux nombrea entiers, et Ton en conclura 



(m \ m 

= 9( - a ) = - 
\n J n 



puis, en supposant que la fraction varie de maniere a converger 
vers un nombre quelconque [x, et passant aux limites, on trouvera 
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Si maintenant on prend a = i, on aura, pour toutes les valeurs po 
tives de A, 



(5) 

et, par suite, en faisant converger p. vers la limite zero, 

9(o)=o. 

D'ailleurs, si clans 1'equation (i) on pose x = [/., y ~ fx, on 

tirera 

= H- 9(0- 



L'equation (5) subsistera done lorsqu'on y changera [/. en UL. 1 
d'autres termes, on* aura, pour des valeurs quelconques positives < 
negatives de la variable x, 

(6) 9(a?) = o?9(i). 

II suit de la formule (6) que toute fonction 9(0?) qui, demeura 
continue entre des limites quelconques de la variable, verifie Tequ 
tion (i), est necessairement de la forme 

(7) y(x} ax, 

a designant une quantite constante. J'ajoute que la fonction ax joui 
des proprietes enoncees, quelle que soit la valeur de la constante 
En effet, le produit ax est, entre des limites quelconques de la v 
riable x, fonction continue de la variable, et, de plus, la suppos 
tion 9(0?) = ax change 1'equation (i) en cette autre 

a(x -+ y) = ax -\- ay, 

laquelle est evidemment toujours identique. La formule (7) fourr 
done une solution de la question proposee, quelle que soit la vale 
attribute a la constante a. La faculte que Ton a de choisir arbitrair 
ment cette constante lui a fait donner le nom de constante arbitrau 

PROBL&ME II. Determiner la fonction 9(0?) de maniere quelle m 
continue entre deux limites reelles quelconques de la variable x, et q 
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I' on ait pour toutes les valeurs reelles des variables x et y 

(2) cp(. 



Solution. II est d'abord facile de s'assurer que la fonction <p(&) 9 
assujettie a verifier Tequation (2), n'admet que des valeurs positives; 
el, en effet, si dans Tequation (2) on fait y = x, on trouvera 



puis on en conclura, en ecrivant^o? au lieu de x, 

9(*) = [9(i*)?. 

La fonction cp(a?) est done toujours equivalente a un carre, par conse- 
quent toujours positive. Gela pose, concevons que dans 1'equation (2) 
on remplace successivementy parj-i- s, z par z-\~u, . . . , on en tirera 



quel que soit Ic nombre des variables x, y, z, u, . Si, de plus, on 
designe par m ce meme nombre, par a une constante positive, et que 
Ton fasse 



la formule que Ton vient de trouver deviendra 



Pour etendre cette derniere formule au cas ou le nombre entier m 
se trouve remplace par un nombre fractionnaire > ou meme par un 
nombre quelconque p,, on fera, en premier lieu, 



m et n designant deux nombres entiers, et Ton en conclura 



m 
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puis, en supposant que la fraction varie de maniere a converger 
vers un nombre quelconque [x, et passant aux limites, on trouvera 



Si maintenant on prend a = r, on aura pour toutes les valours posi- 
tives de p. 



(8) 

et, par suite, en faisant converger p. vers la limite zero, 



D'ailleurs, si dans 1'equation (2) on pose x = pt., y pi, on en con- 
clura 



L/equation (8) subsistera done lorsqu'on y changera p. en pi. En 
d'autres termes, on aura pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x 

(9) ?(*) = [? (')]* 

II suit de Tequation (9) que toute fonction 9(0?) propre a resoudre le 
second probleme est necessairement de la forme 

(10) (&} = A. X , 

A designant une constante positive. J'ajoute qu'on pent attribuer a 
cette constante une valeur quelconque entre les limites o et co. En 
effet, pour toute valeur positive de A, la fonction A^ reste continue 
depuis x = OD jusqu'a x = +- GO, et 1'equation 



est identique. La quantite A est done une constante arbitraire qui 
n'admet que des valeurs positives. 
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Nota. On pourrait arriver tres simplement a 1'equation (9) de la 
maniere suivante. 

Si Ton prend les logarithmes des deux membres-de 1'equation (2) 
dans un systeme quelconque, on trouvera 



) = L 9 (a) -H L <p (y) ; 
et Ton en conclura (voirle probleme I) 

1.9(0?) = &L 0(1)9 
puis, en repassant des logarithmes aux nombres 



PROBLEME III. Determiner la fonction 9(05) de maniere quelle reste 
continue entre deux limites positives quelconques de la variable x, et que 
I' on ait pour toutes les valeurs positives des variables x et y 

Solution. II serait facile d'appliquer a la solution du probleme III 
une methode semblable a celle que nous avons employee pour resoudre 
le premier; mais on arrive plus promptement a la solution cherchee 
en mettant 1'equation (3), ainsi qu'on va le faire, sous une forme 
analogue a celle de 1'equation (i). 

Si Ton designe par A un nombre quelconque et par L la caracteris* 
tique des logarithmes dans le systeme dont la base est A, on aura, 
pour toutes les valeurs positives des variables x et y, 



en sorte que 1'equation (3) deviendra 



Comme, dans cette derniere formule, les quantites variables Lx, Ly 
admettent des valeurs quelconques positives ou negatives, il en resulte 
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qu'on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x 

et v 

* ' 



On en conclura [voir le probleme I, equat. (6)J 

<p(A*) x 

et, par suite, 

<p(A L<r ):=<p(A)La?, 

on, ce qui revient au meme, 

(n) cp(^) 



II suit de laformule (i i) que toute fonction (a?), propre a resoudre 
le probleme III, est necessairement de la forme 

(12) 9(#) = aL(j?), 

a designant une constante. II est d'ailleurs aise do s'assurer : i que la 
eonstante a demeure entierement arbitraire, 2 que, en choisissant 
convenablement le nombre A, qui est lui-meme arbitraire, on peut la 
reduire a Tunite. 



EME IV. Determiner la fonction 9(3?) de manure qu'elle reste 
continue entre deux limites positives quelconques de la variable x et que 
Von ait, pour toutes les valeurs positives des variables x et y, 

(4) 9(^7) = ?(^)?(7)- 

Solution. II serait facile d'appliquer a la solution du probleme IV 
une methode semblable a celle que nous avons employee pour resoudre 
le second. Mais on arrivera plus promptement a la solution cherchte, 
si Ton observe que, en designant par L la caracteristique des loga- 
rithmes dans le systfeme dont la base est A, on peut mettre Fequation (4) 
sous la forme 



Comme, dans cette derniere equation, les quantites variables L(a>), 
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L(y) admettront des valeurs quelconques positives ou negatives, il 
en resulte qu'on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des va- 
riables x sty, 



On en conclura [voir le probleme II, equal. (9)] 

?(A*) 
et, par suite, 



ou, ce qui revlent au meme, 

03) 9(a?) 

fl resulte cle 1'equation (i3) que toute fonction 9(3?), propre a re- 
soudre le probl&me IV, est necessairement de la forme 



a designant line constante. II est d'ailleurs aise de s'assurer que cette 
constants doit demeurer entierement arbitraire. 

Les quatre valeurs de 9(0?) qui satisfont respectivement aux equa- 
tions (i), (2), (3), (4), savoir 



ax, 



ont cela de cornmun, que chacune d'elles renferme une constante arbi- 
traire a ou A. On doit en conclure qu'ily a une grande difference entre 
les questions oil il s'agit de calculer les valeurs inconnues de certaines 
quantites et les questions dans lesquelles on se propose de decouvrir 
la nature inconnue de certaines fonctions d'apres des proprietes don- 
nees. En effet, dans le premier cas, les valeurs des quantites inconnues 
se trouvent fmalement exprimees par le moyen d'autres quantites con- 
nues et determinees, tandis que dans le second cas les fonctions incon- 
nues peuvent, comme on le voit ici, admettre dansleur expression des 
con stan tes arbitrages. 

OKuvres de C. S. II, t. III. *4 . . 
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II. - Recherche d' une fonction continue formee de telle maniere que, 
en multipliant deux semblables fonctiom de quantites variables et dou- 
blant le produit, on trouve un resultat egal a celai quon obtiendrait 
en ajoutant les fonctions semblables de la somme et de la difference 
de ces variables. 

Dans chacun des probleines du paragraphe precedent, 1'equation a 
resouclre renfermait, avec la fonction inconnue 9(0?), deux autres 
fonctions semblables, savoir, 9(7) et <p(x ~}~y) ou 9(377). Nous allons 
maintenant nous proposer un nouveau probleme du meme genre, mais 
dans lequel Fequation de condition, que la fonction 9(0?) doit verifier, 
renferme quatre fonctions semblables an lieu de trois. Voici en quoi il 
consiste : 

PROBLEME. Determiner la fonction 9(0?) de maniere quelle reste 
continue entre deux limites reelles quelconques de la variable x, et que 
l f on ail> pour toutes les valears reelles des variables x et y, 



(i) 9 (/-+-#) +? (7 ^)^=29 (x) 9(7). 

Solution. Si dans 1'equation (r) on fait x = o, on en tirera 



La fonction ^p(a?) se reduit done a Tunite, pour la valeur particulifere 
x = o, et, puisqu'on la suppose continue entre des limites quelconques f 
il est clair qu'elle sera, dans le voisinage de cette valeur particulifere f 
tres peu differente de Tunite, par consequent positive. On pourra 
done, en designant par a un nombre tres petit, choisir ce nombre de 
telle maniere que la fonction 9(0?) reste constamment positive entre 
les limites 

3C =. O, X zz: a. 

Cela pose, il arrivera de deux choses Tune : ou la valeur positive de 
9 (a) sera comprise entre les limites o et i, ou cette valeur sera sup- 
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rieure a Punite. Nous aliens examiner successivement ces deux hypo- 
theses. 

Concevons d'abord que cp(a) ait une valeur comprise entre les limites 
o et i. On pourra represented cette valeur par le cosinus d'un certain 
arcO renferme entre les limites o, -, et poser en consequence 

<p(a) =icos0. 

De plus, si, dans 1'equation (i) mise sous la forme 

? (y + #) = 2 9 (x) 9 (y) - <f(y ~ J?), 
on fait successivement 

x = a, y = a, 
.# :zz a, y 2a, 
j? a, y in 3 a, 



on en deduira Pune apres Pautre les formules 

9(2 a) zz 2 COS 2 I COS 20, 

9 (3 a) = 2 cos cos 20 -~ cos0 = cos 30, 

9 (4 a) zz 2 COS0 COS 30 COS 20 :zz COS4$ 

et en general, m designant un nombre entier quelconque, 

cp(ma) 2 COS0 COS(m i)0 c,os(m 2)0: 

J'ajoute que la formule 

cp (ma) zz cosm0 

subsistera encore, si Pon y remplace le nombre entier m par une frac- 
tion ou meme par un nombre quelconque jj.. C'estcequePon prouvera 
facilement, ainsi qu'il suit. 
Si dans Pequation (i) on fait x = - a, y = - a, on en tirera 

2 2 

r r 1 aM a = ?(o) + ?(a) = r ^ cosg ^ r co^ ' 0V- 

L \ 2 /J 2 2 V 2 / ' 

puis, en extrayant les racines positives des deux membres et obser- 
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vant que les deux fonctions 9(3?), cosx restent positives, la premiere 
entre les limites x = o, x = a., la seconde entre les limites x = o, 
x == 9, on trouvera 

p^) = cosle. 

\2 / 2 

De meme, si dans J'equation (i) on fait 

<r=: 4 a ' y== 4^' 

on en tirera 

i * 



r /r vi* 

Lf ')] = - ^/_^ -- i- = (00870; 

l/\4 ;J 2 2 V ^ 

puis, en extrayant depart et d'autre les racines positives, 



9 ( 7 a ) = cos 7 0. 
\4 / 4 



Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 
formules 



ni6 a) = c 8: 



et en general, n designantun nombre entier quelconqu(% 



~ a = cos--' 



Si Ton opere sur la valeur precedente de 9 ( -^ a ] pour on deduire cellc 1 
de 9(-^aj, comme on a opere sur la valeur de 9 (a) pour en deduire 
celle de 9 (ma), on trouvera 

'm \ m 

^aj=cos-^; 

puis, en supposant que la fraction ~ varie de maniere a s'approcher 

2 
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indefiniment du nombre JJL, et passant aux limites, on obtiendra 1'e- 
quation 

(2) cp(^a) ~ cosfji0. 

De plus, si dans la formule (i) on fait 

j? = ^a, y = o, 
on en conclura 

:= [l 9(0) l] <p(f/.a) ~ COSfJ.0 =:COS( fl#). 



Inequation (2) subsistera done lorsqu'on y remplacera [/. par [/,. En 
d'autres termes, on aura, pour dos valeurs quelconques positives on 
negatives de la variable #?, 



(3) cp(a^) 

Si dans cette derniere formule on change a? .en -3 elle donnera 

f\ / /5 

(4) <p(d?) m cos- x-=. cos f -- . 

La valeur precedente de 9 (a?) est relative an cas oil la quantite posi- 
tive <p(a) reste comprise entre les limites o et i. Supposons mainte- 
nant cette memo quantite superieure a Tunite. II est facile de voirque, 
dans cette seconde hypothese, on pourra satisfaire par une valeur posi- 
tive de r a 1'equation 



11 sutBra, en effet, de prendre 



Cela pose, si dans 1'equation (i) on fait successivement 



oc zz a, y 3 a, 
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on en deduira Tune apres 1'autre les formulas 



I 

2 

* / T W * , T \ J / o 1 \ if, I 



2 \ ' r) \ ' r*J 2 V" ' >* 2 7 " 2 V /'V* 



et en general, m designant un nombre entier quelconquo, 



J'ajouto que la formulc 



subsistera encore, si Ton y remplace le nombre entier m par une frac- 
tion, ou meme par un nombre quelconque (JL. C'est ce que Ton prou- 
vera facilement, ainsi qu'il suit. 

Si dans 1'equation (i) on fait x = - a, j = -a, on en tirera 



puis, en extrayant les racmes positives des deux mcmbres, et en ob- 
servant que la fonction 9(0?) reste positive entre les limites X = Q, 
x = a, on trouvera 



i \ i r i -t^\ 

- a) = - lr 2 H~r 2 A 

2 / 2 



De meme, si dans 1'equation (i) on fait 



on en tirera 
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puis, en extrayant de part et d'autre les racines positives, 



Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 
formules 

2 ' 

-lf,r^,-^ 



t en general, /* designant un nombre enticr quelconque, 



Si Ton opere sur la valeur precedente de cp( a ) pour en deduire 

celle de o(^a), commc on a opere sur la valeur de ^(a), pour en 

4 \ 2 / 

deduire celle ^p(ma), on trouvera 



\ / 

m\ i I 

a ) = -\ 

a 74 / 2 



r -f- r 



puis, on supposant que la fraction ^ varie de rnaniere a s*approcher 
indefiniment du nombre pi, et passant aux limites, on obtiendra I'equa- 
tion 



De plus, si dans la formule (i) on fait 



on en conclura 



I 

( pia) = [29(0) i] 9(^#) = - (/"* -h - 
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L'equation (5) subsistera done, lorsqu'on y remplacera p. par p. En 
d'autres termes, on aura, pour cles valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x, 



(6) 9(a.r)~ - ( r x 



Si dans cette derniere formule on change x en - elle donnera 

(7) p(^)=^ 

Lorsqu'on fait, dans 1'equation (4), - =a, et, dans 1'equation (7), 

r a =A, ces equations prenncnt respectivement les formes sui- 
vantes : 

Si done Ton designe par a une quantite constante, et par A un 
nombre constant, toute fonction 9(0?) qui, demeurant continue entre 
des limites quelconques de la variable, verifiera 1'equation (i), sera 
necessairement comprise sous 1'une des deux formes qu'on vient de 
rapport er. II est d'ailleurs facile de s'assurer que les valeurs de 9(0?) 
fournies par les equations (8) et (9) resolvent la question proposfee, 
quelles que soient les valeurs attributes a la quantite a etau nombre A. 
Ce nombre et cette quantite sont done deux constantes arbitrages, 
dont Tune ne peut admettre que des valeurs positives. 
D'apres ce qu'on vient de dire, les deux fonctions 



cosax, - 



ont la propriete commune de satisfaire a 1'equation (i), ce qui etablii 
entre elles une analogic remarquable. I/unc et Tautre de ces deu> 
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fonctions se reduisent encore a 1'unite pour x = o. Mais une diffe- 
rence essentielle entre la premiere el la seconde, c'est que la valeur 
numerique de la premiere est constamment au-dessous de la limite i, 
lorsqu'ellc n'atteint pas cette limite; tandis que, dans la meme hy- 
pothese, la valeur numerique de la seconde est constamment au- 
dessus. 
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CHAPITRE Vi: 

DBS SfiRIKS CONVERGENTES ET DIVEUGENTES. REGLES SUU LA CONVERGENCE DES SERIES. 
SOMMATION DE QUELQUES SERIES CONVERGKNTES. 



I. Considerations generates sur les series. 



On appelle serie une suite indefinie de guantites 



gui derivcnt les unes des autres suivant une loi determinee. Ces guan- 
tites elles-memqs sont les cliflerents termes de la serie gue Ton consi- 
clere. Soit 

s n = -+- Ui -+- Ut -h - . . -h _ i 

la somme des n premiers termes, n designant un n ombre entier guel- 
corigue. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s n 
s'approche indefiniment d'une certaine limite s, la serie sera dite con- 
vergente, et la limite en question s'appellera la somme de la serie. Au 
contraire, si, tandis que n croit indefiniment, la somme s n ne s'ap- 
proche d'aucune limite fixe, la serie sera divergent?, et n'aura plus de 
somme. Dans Tun et 1'autre cas, le terme qui correspond a l'indice n, 
savoir u n , sera ce qu'on nomme Je terme. general. \\ suffit que Ton 
donne ce terme general en fonction de 1'indice n, pour gue la serie soil 
completement determinee. 

L'une des series les plus simples est la progression geometrigue 






gui a pour terme general a/ 1 , c'est-a-dire la puissance ri l * me de la quan- 
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tite x. Si dans cette serie on fait la somme des n premiers termes, on 
trouvera 



i .r r x 



et, comme pour des valeurs croissantes de n, la valeur numerique de 

*E n 
la fraction - - conve-rge vers la limite zero, ou croit au dela de toute 



I X 



limite, suivant qu'on suppose la valeur numerique de x inferieure ou 
superieure al'imite, on doit conclure que, dans la premiere hypothese, 
la progression 

I, X, X*, ^ 3 , ... 

est une serie convergente qui a pour somme I : , tandis que, dans la 

I - i>L' 

seconde hypothese, la meme progression est une serie divergence qui 
n'a plus de somme. 

D'apres les principes ci-dessus etablis, pour que la serie 

(t) , Mj, tt s , ..., ll n , U-n+i, ... 

soit convergente, il est necessaire et il sufiit que des valeurs crois- 
santes de n fassent converger indefiniment la somme 



vers une limite fixe^; en d'autres termes, il est necessaire et il suffit 
que, pour cles valeurs infiniment grancles du nombre n, les sommes 

5/i9 s n+li Sfi+-*9 ' 

different de la limite s, et par consequent entre elles, de quantites infi- 
niment petites. D'ailleurs, les differences successives entre la premiere 
somme $ n et chacune des suivantes sont respectivement determinees 
par les equations 



Done, pour que la serie (i) soit convergente, il est d'abord necessaire 
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que le terme general u n decroisse inclefmiment, tandis que n augmente ; 
mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour des va- 
leurs croissantes de n, les differentes sommes 



c'est-a-dire les sommes des quantites 



prises, a -parti r de la premiere, en tel nombre que Ton voudra, finis- 
sent par obtenir constamment des valeurs numeriques inferieures k 
toute limite assignable. Reciproquement, lorsque ces diverses condi- 
tions sont remplies, la convergence de la serie est assuree. 
Prenons pour exemple la progression geometrique 

(2) T, &, J? a , X*, ---- 

Si la valeur numerique de oc est superieure a 1'unite, cello du terme 
general x n croitra indefmiment avec n, et cette seule remarquc suffira 
pour constater la divergence de la serie. La serie sera encore diver-. 
gente si Ton suppose x = i, parce qu'alors la valeur numerique du 
terme general x n , se reduisant a 1'unite, ne decroitra pas indefmiment 
pour des valeurs croissantes de n. Mais, si la valeur numerique de x 
est inferieure a 1'unite, les sommes des termes de la serie pris a partir 
de x ft en tel nombre que Ton voudra, savoir : 



zr: x n 



\ X 



se trouvant toutes comprises entre les limites 
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chacune d'elles deviendra infmiment petite pour des valeurs de n 
infiniment grandes; et par suite la serie sera convergente, ce que Ton 
savait deja. 
Prenons pour second exemple la serie numerique 



(3) 



iii i 

I , > TJ > 7 > * * 5 > 
234 n 



Le terme general de cette serie, savoir - , decroit indefiniment k 
mesure que n augmentc, et cependant la serie n'est pas convergente ; 
car la somme faite du terme - et de ceux qui le suivent jusqu'au 
terme inclusivement, savoir 



reste constamment superieure, quel que soit n, au produit 



i i 

II zn * 
111 2 



et par suite cette somme ne decroit pas indefiniment pour des valeurs 
croissantes dew, ainsi que cela aurait lieu si la serie etait convergente. 
Ajoutons que, si Ton designe par -s n la somme des n premiers termes 
de la serie (3), et par 2 W la plus haute puissance de 2 renfermee dans 
i , on trouvera 



n 



> H i- - Q - 

n -+- 1 2 3 



et, a fortiori^ 



iii 

S n >l-\ --- 1 --- 1 --- h 
222 



i m 

- = H ---- 
2 2 



On en conclura que la somme s n croit indefiniment avec le nombre 
entier m, et par consequent avec n, ce qui est une nouvelle preuve 
de la divergence de la serie. 



p 
II? 
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Considerons encore la serie numerique 



(4) 



?, 3 - - - 7 7 - - - 

1.2.3 i .2 .6 . . .n 

Les termes de cette serie, qui occupent un rang superieur a n, savoir 

X 

I I J 

i . 2 . 3 ... n i . 2 . 3 . . . // ( n -4- J ) r . 2 . 3 . . . n ( n -+ i ) ( n -h 2 ) 

seront respectivement inferieurs aux termes correspondants de la pro- 
gression geometrique 



i . 2 . 3 . . . n i . 2 . 3 . . . n ti i . 2 . 3 . . . n n* 



Par suite, la somme des premiers termes pris en tol n ombre que Ton 
voudra sera toujours inferieure a la somme des termes correspondants 
de la progression geometrique, qui est line serie convcrgente, et a 
plus forte raison, a la somme de cette progression, c'est-a-dire a 



i . 2 . 3 . . . ( n. i ) n i 



Comme cette derniere somme decroit indefiniment a mesure que n 
augmente, il en resulte que la serie (4) est elle-meme convergente. On 
est convenu de designer par la lettre e la somme de cette serie. En 
ajoutant les n premiers termes, on obtiendra, pour valeur approchee 
du nombre e, 



..2.3 



et, d'apres ce qu'on vient de dire, Terreur commise sera inferieure au 
produit du n^ rae terme par Ainsi, par exemple, si Ton suppose 
n = 1 1, on trouvera pour la valeur approchee de e 

(5) * = 2, 7182818...; 

et 1'erreur commise dans cette hypothese sera inferieure au produit 
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de la fraction - ^~nr^ o - P ar c'est-a-dire a ^-i* > en 
1.2.0.4.0.0.7.8.9.10 l 10 06288000 

sorte qu'elle n'alterera pas la septieme decimale. 

Le nombre <?, determine comme on vient de le dire, sera souvent 
employe dans la sommation des suites et dans le Calcul infinitesimal. 
Les logarithmes pris dans le systeme qui a ce nombre pour base s'ap- 
pellent neperiens, du nom de Neper, inventeur des logarithmes, ou 
hyperbolic/ ues, parce qu'ils servent a mesurcr les diverses parties de 
1'aire comprise entre Thyperbole equilatere et ses asymptotes. 

On indique generalement la somme d'unc serie convergente par la 
somme do ses premiers termes suivie de points. Ainsi, lorsque la serie 







its, 



est convergente, la somme de cette serie est representee par 

UQ 4- iii H- 11*1 -+- M 3 + . . . . 

En vertu de cette convention, la valeur clu nombre e se trouvera deter- 
minee par 1'equation 

( f\ \ ft T _| __ I _____ _l _ . . . I . I . 

\\j\ c; i r~ ~T" ~T~ ; r> ~~r~ ~ T> 7 ~T~ 

J 1.2 J.2.0 1.2.0.4 

et, si Ton considere la progression geometrique 

I, X, X*~, X*, ..., 

on aura, pour des valeurs numeriques de x inferieures a 1'unite, 



(7) 



I 4- x -4- x* -+- x* 4- . . . 



La serie 



etant supposee convergente, si Ton designe sa somme par s, et par $ n 
la somme de ses n premiers termes, on trouvera 



W 2 -h . . . -h U n -\ 



et, par suite, 
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De cette derniere equation, il resulte que les quantites 



formeront une nouvelle serie convergente dont la somme sera equiv 
lente as s n . Si Ton represente cette meme somme par r n , on aura 



et r n sera ce qu'on appelle le rests de la serie (i) a partir ( 
^ieme term e. 

Lorsque, les termes de la serie (i) renfermant une meme variable , 
cette serie est convergente, et ses differents termes fonctions con 
nues de x, dans le voistnage d'une valeur particuliere attribute 

cette variable, 

s n , r n et s 

sont encore trois fonctions de la variable x, dont la premiere est e^ 
demment continue par rapport a x dans le voisinage de la valeur p; 
ticuliere dont il s'agit. Cela pose, considerons les accroissements q 
regoivent ces trois fonctions, lorsqu'on fait croitre x d'une quanti 
infiniment petite a. L'accroissement de s n sera, pour toutes les valen 
possibles de n, une quantite infiniment petite ; et celui de r n deviend 
insensible en meme temps que r n , si Ton attribue a n une valeur ti 
considerable. Par suite, Taccroissement de la fonction s ne poui 
etre qu'une quantite infiniment petite. De cette remarque on dedi 
immediatement la proposition suivante : 

THEOR&ME I. Lorsque les differents termes de la serie (i) sont c 
fonctions d'une mime variable x, continues par rapport a cette varia< 
dans le voisinage d'une valeur particuliere pour laquelle la serie est cc 
vergente, la somme s de la serie est aussi y dans le voisinage de cette vdU 
particuliere, fonction continue de cc. 

En vertu de ce theoreme, la somme de la serie (2) devra resi 
fonction continue de la variable. a?, entre les limites x = i, x = 
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ce qu'on peut verifier a Tinspection de la valeur de s donnee par 

Tequation 

i 

r a- 

II. Des series donl tous les termes sont posilifs. 
Lorsque la serie 

(i) MO, Hi, "2, , "ft, . .- 

a tous ses termes positifs, on peut ordinairement decider si elle est 
convergente ou divergente, a I'aide du theorfeme suivant : 

THEOREMS I. - Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, 

tandis que n croit indefiniment, V expression (u^) n , el designez par k la 
plus grande de ces limites, ou, en d'autres termes, la limite des plus 
grandes valeur s de V expression dont il sagit. La serie (i) sera conver- 
gente si Von a k < i , et divergente si Von a k > i . 



Demonstration. Supposons d'abord A< i, et choisissons a volonte 
entre les deux nombres i et k un troisikme nombre U, en sorte qu'on 
ait 



n venant a croitre au dela de toute limite assignable, les plus grandes 
i 

valeurs de (M*)" ne pourront s'approcher indefiniment de la limite ^, 
sans finir par etre constamment inferieures a U. Par suite, il sera pos- 
sible d'attribuer au nombre entier n une valeur assez considerable 
pour que, n obtenant cette meme valeur ou unc valeur plus grande 
encore, on ait constamment 



II en resulte que les termes de la serie 



MO, MI, 
ORuvre.s de C. S. II, t. III. 



16 
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finirontpar etre toujours inferieurs aux termes correspondarits de 1 
progression geometrique 

i u [J 2 ii" u^-*- 1 n+ 2 

1 1 IU > LJ J ' ' 9 U > *-* > IJ J ** 

et, comme cette progression est convergente (a cause de U<i), 01 
peut, de la remarque precedente, conclure a fortiori la convergenc 
de la serie (i). 

Supposons; en second lieu, k >> i, et placons encore entre les deu: 
nombres i et^ un troisiemc nombre U, en sorte qu'on ait 



Si n vient a croitre au dela de toute limite, les plus grandes valeur 

i 
de (MK)*, en s'approchant indefiniment de k, finiront par cleveni 

superieures a U. On pourra done satisfaire a la condition 



ou, ce qui revient au menie, a la suivante 



par des valeurs de n aussi considerables que Ton voudra; et par suite 
on trouvera dans la serie 



un nombre indefini de termes superieurs aux termes correspondaw 
de la progression geometrique 

i, U, US ..., U*, U^ 1 , U-, .... 

Comme cette progression est divergente (a cause de U > i), et qu* 
consequence ses differents termes croissent a Tinfini, la remarqi 
que Ton vient de faire suffira pour etablir la divergence de la serie (i 
Dans un grand nombre de circonstances, on peut determiner 
valeur de la quantite k a 1'aide du theoreme IV (Chap. II, III). 
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effet, en vertu de ce theoreme, toutes les fois que le rapport ^^ con- 
vergera vers une limite fixe, cette limite sera precisement la valeur 
de k. On pent done enoncer la proposition suivante : 

THORME II. Si, pour des valeurs croissantes de n 9 le rapport 



converge vers une limite fixe k, la serie (i) sera convergente toutes les fois 
que I' on aura k < i , et diver gente toutes les fois que Uon aura k^>\. 

Concevons, par exemple, que Ton considere la serie 



III 

"~ ? ' y ~" i) ' 

I 1.2 1.2.3 



, 
I . 2 . 3 . . , fl 



on trouvera 



[ . 2 . 3 . . . n 



i 

00 



et par consequent la serie sera convergente, ce que Ton savait deja. 

Le premier des deux th^oremes qu'on vient d'etablir ne laisse d'in- 
ccrtitude sur la convergence ou la divergence d'une serie dont tous 
les termes sont positifs, que dans le cas particulier oil la quantite 
representee par k devient egale a Funite. Dans ce cas particulier, il 
ri'est pas toujours facile de decider la question. Toutefois, nous allons 
demontrer ici deux nouvelles propositions a 1'aide desquelles on peut 
souvent y parvenir. 

Tin&ORfcME III. Lorsque, dans la serie (i), chaque terme est inferieur 
a cehd qui le precede, cette serie et la suivante 

sont en mSme temps convergentes ou divergentes. 

Demonstration. Supposons d'abord la serie (i) convergente, et 
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clesignons sa somme par s. On aura 

o= ^o> 



et par suite la somme des termes de la serie (2), pris en tel nombre 
que Ton voudra, sera inferieure a 



2 */!-+- 2 M 2 



II cn resulte que la serie (3) sera convergente. 

Supposons, en second lieu, la serie (i) divergente. La somme dc 
ses termes, pris en tres grand nombre, finira par surpasser toute limitc 
assignable; et, comme on aura 



3 4- 

u 4- 



on devra conclure que la somme des quantites 

W , 



prises en trfes grand nombre, finit elle-meme par devenir superieure i 
toute quantite donnee. La serie (2) sefa done alors divdrgente, con 
formement au theoreme enonce. 

Corollaire. Si pour la serie (i) on prend la suivante 



p. designantune quantite quelconque, la serie (2) deviendra 
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Cette derniere est une progression geometrique, convergente lors- 
qu'on suppose [/.>!, et divergente dans le cas contraire. Par suite, 
la serie (3) sera elle-meme convergente si JJL est.un nombre superieur 
a 1'unite, et divergente si Ton a (x = i ou [*<i. Par exemple, des 
trois series 

(4) ,, 1, , , .... 

/"\ l J T 

(3) I, -, s> 7 > --, 

234 



> 



2" 2 3 s 4 a 
la premiere sera convergente et les deux autres divergentes. 

THEORIZE IV. Supposons que Von ddsigne par L la caracteristique des 
logarithmes dans un systeme quelcongue, et que, pour des valeurs crois- 
santes de n, le rapport 



converge vers une limitefinie h. La serie (r) sera convergente si Von a 
h > i , et divergente si I' on a h < r . 



Demonstration. Supposons d'abord A>i, et choisissons a volonte 
entre les deux quantites i et h une troisieme quantite a, en sorte qu'on 

ait 

h > a > i . 



Le rapport ->-> ou son egal 

--a 



finira par etre, pour de tres grandes valeurs de n, constamment supe- 
rieur a la quantite a. En d'autres termes, n venant a croitre au dela 
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d'une certaine limite, on aura toujours 

Ki) 

-rw >a 

ou, ce qui revient au meme, 



et, par suite, 



L 

" 



.!>., B .<J_. 



II en resulte que les termes de la serie (i) finiront par etre const 
ment inferieurs aux termes correspondants de la suivante 



et, comme cette derniere sera convergente (a cause de a>\y, 
pourra de la remarque precedente conclure a fortiori laconvergenc 
la serie (i). 

Supposons, en second lieu, h<^i 9 et plagons encore entre les qi 
tites i et h une troisieme quantite a, en sorte qu'on ait 



On finira par avoir constamment, pour de trcs grandes valeurs de r, 



ou, ce qui revient au meme, 
et, par suite, 

a fl ^ ' n n a 

II en resulte que les termes de la serie (i) finiront par etre cons 



ft 
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ment superieurs aux termes correspondants de la suivante 



1-27 



7 a ' 3* 4 a /i a (/i4-i) tf - 

et, comme cette derniere sera divergente (a cause de a< i), on pourra 
de la remarque qu'on vient de faire conclure a fortiori la divergence 
de la serie (i). 

Etant donnees deux series convergentes dont tous les termes sont 
positifs, on peut, en ajoutant ou multipliant ces memes termes, former 
line nouvelle serie dont la somme resulte de 1'addition ou de la multi- 
plication des sommes des deux premieres. Nous etablirons a ce sujet 
les deux theoremes suivants : 



V* Soient 



(7) 



deux series convergentes, qui, uniquement composees de termes positifs, 
aient respectivement pour sommes s et s' : 

sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme s -4- $'. 
Demonstration. Si Ton fait 



S n = 



$ lt et $ fl convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes de ;z, 
vers les limites s et s'. Par suite, s n -\-s' n9 c'est-a-dire la somme des 
n premiers termes de la serie (8), convergera vers la limite s + s', ce 
qui suffit pour etablir le theorime enonce. 

THKOREME VI. Les mmes choses etant posees que dans le theoreme 
precedent, 

UQ P , UQ V i H- Ui C , MO t> 2 "+ M l ^1 

(9) 



nouvelle serie convergente, qui aura pour somme ss . 
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Demonstration. Soient toujours s n , s' n les sommes des n premiers 
termes des deux series (7), et designons en outre par s" n la somme des 
n premiers termes de la serie (9). Si Ton represente par m le plus 
grand nombre entier compris dans "pi, c'est-a-dire lorsque n 

est impair, et dans le cas contraire, on aura evidemment 

2 



et 



ou, en d'autres termes, 



Concevons maintenant que Ton fasse croitre n au dela de toute limite. 
I^e nombre 



croitra lui-meme indefiniment, et les deux sommes s n , s m+t converge- 
ront vers la limite s 9 tandis que s tl et s m ^ convergeront vers la limite /. 
Par suite, les deux produits $ n s' n , s m+i s' m ^ { et la somme s" n comprise 
entre ces deux produits convergeront vers la limite ss', ce qui suffit 
pour etablir le theorfeme VI. 

III. Des series qui renferment des termes positifs 
et des termes negatifs. 

Supposons que la serie 

(1) M , U 19 Mj, ..., , ... 

se compose de termes, tantot positifs, tantot negatifs, et soient respec- 
tivement 

( 2 ) PO Pl P2, > p/, ..- 
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los valeurs uumeriques de ces memes termes, en sorte qu'on ait 



M = ztrp , Ui~p l9 M 2 ~p a , ..., 

La valour numerique de la somme 

tt,,4- MJ + MS-K . .4- w,,~! 

no pouvant jamais surpasser 



<n -^- M> 
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il on resulte quo la convergence de la serie (2) entrainera toujours 
cello de la serie (i). On doit aj outer que la serie (i) sera divergente, si 
quelques termes de la serie (2) finissent par croitre au dela de toute 

limite assignable. Co dernier cas'sc presente lorsque les plus grandes 

i 

valours de (p w ) n convergent, pour des valours croissantes de //, vers 
une limite superieure a 1'unite. Au contraire, lorsque cette limite 
devient inferioure a 1'unite, la serie (2) est toujours convergente. On 
pout, en consequence, enoncer le theoreme suivant : 

TIIEOREMR I. Soil p ri la valeur numerique du terme general u lL de la 

serie (t), et designons par k la limite vers laquelle convergent, tandis 

1 
que n croil indefiniment, les plus grandes valeurs de V expression (p /2 ) ;i . 

La serie (j) sera convergent si Von a <i, et divergente si Von a 



Lorsque la fraction ^ii, c'est-a-dire la valour numerique du rapport 

P 

-> convergera vers une limite fixe, cette limite sera, en vertu du 
theoreme IV (Chap. II, III), la valour cherchee de k. Cette remarquo 
conduit a la proposition que jo vais ecrire : 

TiiEORfeME II. Si, pour des valeurs croissanles den, la valeur nume- 
rique du rapport 



converge vers une limite fixe k, la serie (i) sera convergente loutes lesfois 
que Von aura k < i , et divergente loutes lesfois que I' on aura k > r . 

OEuvres de C. S. If t t. III. *7 
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Par exemple, si Ton consider la serie 



i i 



' J 1.2 [.2.3 

on trouvera 



(Toft il result que la serie sera convergente. 

Le premier des deux theoremes qu'on vient d'etablir ne laisse d'i 
certitude sur la convergence ou la divergence d'une serie que dans 
cas particulier ou la quantite representee par k devient egale a 1'unil 
Dans ce cas particulier, on peut quelquefois constater la convergen 
de la serie proposee, soit en s'assurant que les valeurs numeriques 
ses diflerents termes ferment une serie convergente, soit en ayantega 
an theoreme suivant : 

TiiEORfeME III. Si dans la serie (i) la valeur numerique die ten 
general u n decroit constarnment et indefinimeni, pour des valeurs crc 
sanies de n, side plus les different termes sont altemativemetit positifi 
negatifs, la serie sera convergence. 

Considerons, par exemple, la serie 

(3) J, , -+-TP 79 H-...-, =p 5 - 

23 4 11 n -h i 

La somme des tertnes dont le rang surpass ft, si on les suppose pris 
nombre egal a m 9 sera 





-*-( ' ' i 


I I 

r . | - 


\ n + i n + 2 ' /* 


+ 3 ^ + 4 


Or 


la valeur numerique de cette 


somme, savoir 




i i i i 


+ *- ' 


n + i n + 2 ;t + 3 /i + 

/I I \ 


4 /i -t- /^ 

, / 


/i + I V/i + 2 74 + 3^ 

-( l l \ , /" J 


1 \4-4 /t + 5 

- . J \ u f ' 



1 \ 

+ 2 ; " v+3 ~ T4; " r V^TS "~ AITS; + - ' 



I?/ 
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etant evidemment comprise entre 



et 



n, -}- i n ~\- 1 n -+- 2 

decroitra indefiniment pour des valeurs croissantes de /?, quel que 
soit m 9 ce qui sufFit pour etablir la convergence de la serie proposee. 
Les memesraisonnements peuvent evidemment s'appliquer a toutes les 
series de ce genre. Je citerai, entre autres, la suivante 

(4) I? __, + _, __., ..., 

laquelle, en vertu du theoreme III, restera convergente pour toutes les 
valeurs positives de [ju 

Si dans la serie (4) on supprime le signe devant ehacun des termes 
de rang pair, on obtiondra la serie (3) du II, qui est divergente toutes 
les fois que Ton suppose p = i ou [ji<C i. Par suite, pour transformer 
une serie convergente en serie divergente, ou reciproquement, il suffit 
quelquefois de changer les signes de certains termes. Au reste, cette 
rernarque est uniquement applicable aux series pour lesquelles la 
quantite designee par k dans le theoreme II se reduit a 1'unite. 

Etant donnee une serie convergente dont tous les termes sontposi- 
|! tifs, on ne peut qu'augmenter la convergence en diminuant les valeurs 

numeriques de ces memes termes, etchangeantles signes de quelques- 

uns. II est bon tl f observer qu'on produira ce double effet si Ton mul- 
W ' , 

tiplie chaque terme par un sinus ou par un cosmus, et cette observation 

suffit pour etablir la proposition suivante : 
TimonfcME IV. - Lorsque la serie 

'(a) Po ? PI> Pi> > P/i ' > 

I 

|" uniquement formee de termes positifs, est convergente, chacune des sui- 

vantes 
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I'est pareillement, quelles que soient, les valeurs des arcs 6 , 6,, Q , . v. , 

e,,, .... 

Corollaire. Si Ton suppose generalement 

O n =nB, 

designant un arc quelconque, les series (5) deviendront respecti- 
vement 

( Po> Pi COS 6, p 2 COS20, . .., p ;j COS/l0, ..., 



Cos deux dernieres seront done toujotirs convergentes en meme temps 
que la serie (2). 

Si Ton considere a la fois deux series dont chacune renferme des 
termes positifs et des termes negatifs, on demontrera facilement a leur 
egard les theoremes V et VI du II, ainsi qu'on va le voir. 

THEOR^ME V. - Soienl 

( "0> "l> 2> - ? H/i> - - -, 

(7) ) 

( t' , PI, C 2 , . . ., V n9 ... 

deux series convergentes qui aient respectivement pour sommes s et s f ; 

(8) tto-l-Po* "i-t-^, 



nouvelle serie cower gente, qui aura pour somme s ~f~ s r . 
Demonstration. Si Ton fait 



^ et ^ convergeront respectivement, pour cles valeurs croissantes 
de n, vers les limites s et $'. Par suite, $ n -+-$, c'est-a-dire la somme 
cles n premiers termes de la serie (8), convergera vers lalimite ^-h/, 
ce qui suffit pour etablir le theoreme enonce. 

THEORME VI. Les memes choses etant posees que dans le theoreme 
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precedent, si chacune des series (7) reste convergente, lorsquon reduit 
ses differents termes a leurs valeurs numeriques, 



(9) 



.srra 



nouvelle serie convergent?,, q ui aura pour somme ss f . 

Demonstration. Soient toujours $ 7i , 5^ les sommes des n premiers 
termes des deux series (7), et designons en outre par s" it la somme des 
// premiers termes de la seric (9). On trouvera 



De plus, le theoreme VI ayant ete demontre dans le second paragraphe 
pour le cas oil les series (7) ne renferment que des termes positifs, il 
en resulte que, dans cette hypothese, chacune des quantites $ n s n , s" a 
converge, pour des valeurs croissantes de /z, vers la limite ss' 9 et par 
suite la difference s fi s n s n ou, ce qui revient au meme, la somme 



vers la limite zero. 

Concevons maintcnant que, les termes des series (7) etant les uns 
positifs et les autres negatifs, on designe respectivement par 



fro) 



po 



les valeurs numeriques de ces differents termes. Supposons de plus, 
conformement a Tenonce du theoreme, que les series (10), composees 



13k 
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de ces memes valeurs numeriques, soient toutes deux convergentes, 
En vertu de la remarque qu'on vient cle faire, la somme 



convergera, pour ties valeurs croissantes de n, vers la limite zero; et, 
eomme la valeur numerique de cette somme sera evidemment siipe- 
rieure a cello de la suiyante 



il en resulte que cette derniere ou, ce qui revient an meme, la diffe 
rencc s /t s n s" n convergera elle-meme vers la limite zero. Par suite, ss f 
qui est la limite du produit ^^, sera encore celle de s" /t . En d'autrei 
termes, la serie (9) sera convergence et aura pour somme le pro 
duit ss'. 

Scolie. Le theoremc precedent pourrait ne plus subsister si le 
series (7), supposees convergentes, cessaient de retro apros la reduc 
tion de chaque terme a sa valeur numerique. Goncevons, par exemple 
que pour chacune des series (7) on prenne la suivante 



(n) 



La serie (9) deviendra 



J 

~p 

r:I 



(12) 
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Cette derniere est divergente, car son terme general, savoir 



n ^(n i) 2 y ( a - 2 ) 3 y/2 ^ ft i ) v //l 

a une valeur numerique evidemment superieure a 



lorsquc n est pair, et a 



lorsque n est impair, c'est-a-dirc, dans tons les cas possibles, une 
valeur numerique superieure a 1'unite. Cependant la serie (IT) est 
convergcnto. Mais on doit observer qu'elle cesse de Tetre lorsqu'on 
reduit chaque terme a sa valeur numerique, puisqu'elle se change 
alors en la serie (6) du II. 

IV. Des series ordonnees suwant les puissances ascendantes 
et entieres d'urie variable, 

Soit 

(1) a , a { x, a^x-, ..., a n x n , ... 

une serie ordonnee suivantles puissances entieres et ascendantes de 
la variable x, 

(2) a , a i9 a^ ..., a n , ... 

designant des coefficients constants positifs ou negatifs. Soit de plus 
A ce que devient pour la serie (2) la quantite k du paragraphe prece- 
dent (voirle III, theoreme II)- La meme quantite, calculee pour la 
serie (i), sera equivalente a la valeur numerique du produit 
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Par suite, la serie (i) sera convergence si cette valeur numerique 
est inferieure a 1'unite, c'est-a-dire, en d'autres termes, si la valeur 

numerique de la variable x est inferieure a An contraire, la 
serie (T) sera divergente si la valeur numerique de x surpasse ~- 

A 

On peut done enoncer la proposition suivante : 

TuEORfcME I. Sou A la limite vers laquelle converge, pour des valeurs 
croissantes de /i, la ratine n leme des plus grandes valeurs numeriques 
de a, t . La serie (i) sera convergent?, pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre les lirnites 



I 

A' 



el divergente pour toutes les valeurs de x situees hors des m&mes limites. 
Lorsque la valeur numerique du rapport -" converge vers une 

Ci n 

limite fixe, cette limite est (en vertu du theoreme IV, Chap. II, HI) 
la valeur cherchee de A. Cette rcmarque conduit a une nouvelle pro- 
position que je vais ecrire : 

THEOREME II. Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur nume- 
rique du rapport 



a fi 



converge vers la limite A, la serie (i) sera convergence pour toutes 
valeurs de x comprises entre les limites 



i 
A' 



et divergente pour toutes les valeurs de x situees hors des m&mes limites. 

Gorollaire I. Prenons pour exemple la serie 
(3) z, ax, 3^ 2 , 4cr 3 , ..., (tt-hi)j?", ---- 

Comme on trouvera dans cette hypothese 



4- i 
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et, par suite, 



on en conclura que la serie (3) est convergente pour toutes les valours 
de x renfermees cntre les limites 

X=:~~ I, &=-}-!, 

ct divergente pour les valeurs de x situees hors de ces limites. 
Corollaire IL Prenons pour second exemple la serie 



(4) 



X 

~~~ 9 
I 



X" 

5 

2 



clans laquelle le terme constant est cense reduit a zero. On trouvera 
dans cette hypothese 



a tl tt-hj i 

i H 

// 



et, par suite, A^T. La serie (4) sera done encore convergente ou 
divergentc, suivant que la valeur numerique de x sera inferieure ou 
superieure a Funite. 

Corollaire HI. Si pour la serie (i) on prend la suivante 



1.2 ' '"' 1.2. 3. ..W 

, designant une quantite quelconque, on trouvera 



et, par suite, 



. ,. 
A =z lim 



i - i 

/i- __ 

i i 

n n 

tl 00 



On en conclura que la serie (5) est, comme les series (3) et (4), con- 



OEnvres de C., S- II, f. III. 



18 
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vergente ou divergente, suivant que 1'on attribue a la variable x utte 

valeur numerique inferieure ou superieure a I'unite. 

Corottaire IV. Considerons encore la serie 






j 7 ,, j i ) 

I 1.2 1.2.0 1.2.3...^ 

Comme on aura dans ce cas 
et, par suite, 

00 ' 

on en conclura que la serie est conyergente entre les limites 

x = =. oo, ,r zr -f- - ~ H- oo, 

o o 

c'est-a-dire pour toutes les valeurs reelles possibles de la variable a?. 
Corollaire V. Considerons enfin la serie 

(7) I, J.tf, I.2..2? 2 , 1. 2. 3. a? 3 , ..., 1. 2. 3.. //,d? w , .... 

En lui appliquant le theoreme II, on trouvera 

f?5l -_ /z + f A=:co 

et Ton aura par suite 

- = 0. 

On en conclura que la serie (7) est toujours divergente, excepte 
lorsqu'on suppose x = o, auquel cas clle se reduit a son premier 
terme i. 

En examinant les resultats qu'on vient d'obtenir, on reconnalt 
immediatement que, parmi les series ordonnecs suivant les puis- 
sances ascendantes et entieres de la variable x, les unes sont tantdt 
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convergentes, tantot divergentes, selon la valeur attribute a cotte 
variable, land is quo d'autres resteht toujours convergentes, quel quo 
soil x, et d'autrcs toujours divergentes, cxcepte pour x~ o. On peut 
ajouter quo le theoreme I ne laisse d'incertitude sur la- convergence 
d'une semblable serie que dans le cas ou la valeur numerique de x 

devient egale a la constante positive representee par -p c'est-a-dire 
lorsqu'on suppose 



Dans ce cas particulier, la serie est tantot convergente, tantot diver- 
gento, et la convergence depend quelquefois du signe de la variable x. 
Par exemple, si dans la serie (4), pour laquelle A = i, on fait succes- 
sivement 

on obticndra les deux suivantes 



j 

7' 



I 

j 

n 



(9) 



- I,- 4- 



dont la premiere est divergente (voir dans le II le corollaire du theo- 
reme III) et la seconde convergente, ainsi que cela resulte du theo- 
reme III ( III). 

11 est encore essentiel de remarquer que, par suite du theoreme 1, 
lorsqu'une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes et en- 
tieres d'une variable x sera convergente pour une valeur numerique 
de x differente de zero, elle restera convergente, si Ton vient a dimi- 
nuer cette valeur numerique ou meme a la faire decroitre indefini- 

ment. 

Lorsquc deux series ordonnees suivant les puissances ascendantes 
et entires de la variable x sont convergentes pour une meme valeur 
de la variable, on peut leur appliquer les theoremes V et VI du III. 
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Cette remarque suffit pour etablir les deux propositions que je vais 

enoncer : 

THEOREMS III. Supposons que les deux series 

2 , ..., a n x n , ..., 
(10) 



etant a lafois convergentes, lorsquon attribue a la variable x urie cer- 
taine valeur, aient alors pour sommes respectives s et s' ', 

(M) a H-6 , (ffi-h&Otf, (az-+-b*}^, ..., (a n -\- b n }x tl , .... 



sera, dans le m&me cas, line nouvelle serie convergente, qui aura pow 
somme s -f- $' . 

Coroliaire. On etendra facilement GO theoreme a tant cle series 
que Ton voudra. Par exemple, si les trois series 



[ X) 



sont convergentes pour une meme valeur attribuee a la variable x> e 
que Ton designe par s, $', s" leurs sommes respectives, 

a (} -h b Q -\- C , (tfi-H ^i -4- c,)j?, ( 2 -I- Z> 2 H- <? 2 ) J? 2 , ... 

sera une nouvelle serie convergente. qui aura pour somme s 4- /-h $" 
THEOR^ME IV. I/e^ m&mes choses etanl posees que dans le theorem 



precedent, si de plus chacune des series (10) reste convergente, lorsguot 
reduit ses differents termes a leurs valeurs numeriques, 



(12) 

( ..., 

nouvelle serie convergente, qui aura pour somme ss f . 
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Corollaire I. Le theoreme precedent se trouve compris dans la 
formulc 



(ID) 



qui subsiste dans le cas oil chacune des series (ro) reste convergente 
lors memo qu'on reduit ses differents termes a leurs valeurs nume- 
riques, et qui sert a developper dans eette hypothese le produit des 
sommos des deux series en une nouvelle serie de meme forme. 

Corollaire II. En repetant plusieurs fois de suite 1'operation indi- 
quee par 1'equation (i3), on pourrait multiplier entre elles les 
sommos de trois on d'un plus grand nombre de series semblables aux 
series (TO), et dont chacune resterait convergente apres la reduction 
de ses differents termes a leurs valeurs numeriques. Le produit obtenu 
serait la somme d'une nouvelle serie convergente ordonnee suivant 
les puissances ascendantes et entieres de la variable x. 

Corollaire HI. Si dans les deux corollaires precedents on suppose 
que toutes les series dont on multipliers sommes deviennentegales, 
on obtiendra pour produit une puissance entiere de la somme de cha- 
curie d'elles, et cette puissance se trouvera encore representee par la 
somme d'une serie du meme genre. Par exemple, si dans 1'equa- 
tion (i3) on fait a^ = /> , a, = b { , a 2 = 6 2 ... , on en tirera 



Corollaire IV. Si Ton prend pour termes generaux des series (10) 






I/., y! designant deux quantites quelconques, et la variable x etant 
renfermee entre les limites x = - i , x = -+- 1 , chacune des series (10) 
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restera convergente, meme lorsqu'on reduira ses di'fferents termes. a 
leurs valeurs numeriques, et Je terme general de la serie (12) de- 
viendra 



1" M^ i ); . ( f* n -4- i ) ^ f^(^ r) : . .(p. /i-f 

|_ 1.2.. 3. ..II J.2.3...(/Z I) 



. 
i . 2 . 3 . . . ( n i ) 



'-i)...(^-/* + l)1 a>n 
i . . 2 . 3 . . . n \ 



Celapose, si Ton appellecp(fx) la somme de la premiere des series (10) 
dans Thypothese quo Ton vient de faire, c'est-a-dire, si Ton pose, , 

tjt ML ( n i ) 

( 1 5 ) 9 ( [J. ) i -h L x -4- ! ! ------- ^7 2 -H . . . , 

les sommes des series (10) et (12) seront respectivement designees, 
dans la meme hypoth&se, par 9(p.), y([t*'} et cp(pi n- [/,'); on' sortc que 
Tequation (i3) deviendra 

(16) (p.)y([j.') = y(p.-+-[j.'). 

Lorsque dans 1'equation (i3) on remplace la somme de la serie 



par un polynome compose d'un nombre fini de termes, on obtient une 
formule qui ne cesse jamais d'etre exacte, tant que la serie 



fl , 



demeure convergente. C'estce que nous allons prouver directement, 
en etablissant le theoreme qui suit : 

THEORI^ME V. Si, la serie (i) etant cower genie, on multifile la 
somme de cette serie par le polynome 



(17) kx m -4- lx m - l ~\-. 

dans lequel m designe un nombre entier, on obtiendra pour produit la 
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soinme d'une nouvelle serie convergent de m<$me forme, dont le terme 

general sera 

_i 4- . . . 4- la n -,, M 4- ka n _ m ) x m , 



pouivu que Von considere comme nulles dans les premiers termes celles 
des quantiles 

a n '-~\^ &n~-Zi &n m+li &nm 

(]id se troiweront affectees d' indices negatifs : en d'autres termes, on 
aura 



(.8) 



-I- ( qa a 



? 4- 



Demonstration. Pour multiplier la somme de la serie (i) par le 
polynome (17), il suffira do la multiplier successivement par les diffe- 
rents termes de ce polynome. On aura done 

(kx m ~\- lx" 1 - 1 H-. 



-...) + /c^ m (a 4- a^ -+- a* x- +...). 
Comme on a de plus, pour des valeurs entieres quelconques de /z, 

cj ( a Q 4- fl 4 a? -1 a, ^ -f- . . . + a-! a;"- 1 ) 



on en conclura, en fais.ant croitre n indefiniment, et passant aux 
limites, 



On trouvera de meme 

px(a Q -+- a^x^r 



4- /a,^" 1 ^ 1 4- . 



4- a, 



4- ^, 
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Si Ton ajoute ces dernieres equations, et qu'en formant la somme des 
seconds membres on reunisse les coefficients cles puissances sem 
blables cle la variable a?, on obtiendra precisement la formule (18). 

Concevons maintenant que dans la serie (i) on fasse varier la valeu 
de x par degres insensibles. Tant que la serie restera convergente 
c'est-a-dire tant que la valeur de x demeurera comprise entre lei 
liniites 



la somme de la serie sera (en vertu du theoreme I, I) une fonctioi 
continue de la variable x. Soit 9(0?) cette fonction continue. L'equa 

tion 

<p ( x ) 7= a -t- a^ x -h # 2 <# 2 + 

subsistera pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limitei 
~> + T> ce que nous indiquerons en ecrivant ces limites a cot 
de la serie, comme on le voit ici : 

-'/'__ r _ l 

Lorsque la serie est supposee connue, on peut quelquefois e 
deduire la valeur de la fonction 9(0?) sous forme finie, et c'est la c 
qu'on appelle sommer la serie. Mais le plus souvent la fonction 9 (a 
est donnee, et Ton se propose de revenir de cette fonction a la seri< 
ou, en d'autres termes, de developper la fonction en serie convergent 
ordorinee suivant les puissances ascendantes et entieres de la v 
riable x. II est facile d'etablir a ce sujet la proposition que je va 
enoncer : 

THEOREME VI. Une fonction continue de la variable x ne peut il 
developpee que d'une seule maniere en serie convergente ordonnee suiva, 
les puissances ascendantes et entieres de cette variable. 

Demonstration. En effet, supposons qu'on ait developpe par dei 
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methodes differentes la fonction 9(3?), et soient 



les deux developpements, c'est-a-dire deux series dont chacune, etant 
convergente pour des valeurs de a? differentes de zero, ait pour somme, 
tant qu'elle demeure convergente, la fonction 9(2?). Ces deux series 
etant constamment convergentes pour de tres petites valeurs nume- 
riqucs de x, on aura, pour de semblables valeurs, 

rt -h ciiX 4- a^-\~. . . b^~\- b^x -+ Z? 2 ^ 2 -4- ____ 

Comme, en faisant evanouir x, on tire de 1'equation precedente 



il en resulte qu'on pcut la reduire generalement a 



ou, ce qui revient au meme, a 



Si Ton multiplie par - les deux membres de cette derniere equation, 
wC 

on obtiendra la suivante 



qui devra encore subsister pour de tres petites valeurs numeriques de 
la variable x, et de-laquelle on conclura, en posant x = o, 



En continuant de meme, onferaitvoir que les constantes a , a t ,a s , ... 
sont respectivement egales aux constantes 6 , 6 n 6 a , -.-, d'ou il suit 
que les deux developpements de la fonction 9(0?) sont identiques. 

Le Calcul differentiel fournit des methodes tres expeditives pour 
developper les fonctions en series. Nous exposerons plus tard ces 

QEuvretdeC. - S. II, t. III. ! 9 
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methodes, et nous nous bornerons pour 1'instant a faire connaitre, 
avec le developpement de la fonction (i -h a?)* 1 , dans laquelle JJL designe 
une quantite quelconque, deux autres developpements que Ton ramene 
facilement au premier, savoir, ceux des fonctions 

A* et L(n-j?) 

Adesignant une constante positive, et L la caracteristiquc des ioga- 
rithmes dans un systeme choisi a volonte. En consequence, nous allons 
resoudre Tun apres 1'autre les trois problemes qui suivent : 

PROBL^ME I. Developper, lorsque cela sepeut, la fonction 



en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendanles et 
entires de la variable x. 

Solution. Si d'abord on suppose [JL = m, m designant un riombre 
entier quelconque^ on aura, par la formule de Newton, 

. , , m m (m i ) , 

(i -h^) 7 "^! -i -- a? -l -- - *- 

^ 



I 1.2 



La serie dont la somme constitue le second membre de cette formule 
est toujours composee d'un nombre fini de termes; mais, si Ton y 
remplace le nombre entier m par une quantite quelconque [/,, la nou- 
velle serie que Ton obtiendra, savoir 






se trouvera composee en general d'un nombre indefmi de termes, et 
sera convergente seulement pour des valeurs numeriques de x inf6- 
rieures a Tunite. Soit, dans cette liypothese, cp(^) la somme de la nou- 
velle serie, en sorte qu'on ait 






En vertu du theoreme I ( I), 9([*) sera fonction continue cle la va- 
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riable [/, entre des limites quelconques de cette variable, et 1'on aura 
(voirlz theoreme III, corollaire IV) 

(16) 



Cette derniere equation etant entierement semblable a 1'equation (2) 
du Chapitre V ( I) se resoudra de la meme maniere, et Ton en con- 
dura 



Lavaleur de <p([*) etant ainsi determinee, si on la substitue dans la 
formule (i5), on trouvera, pour toutes les valeurs de ^comprises entre 
les limites x = i , x = -+- 1 , 



(20) 






Lorsque la valeur numerique de x devient superieure a Funite, la 
serie (5), n'etant plus convergente, cesse d'avoir une somme, en sorte 
que 1'equation (20) ne subsiste plus. Dans la meme hypothese, il 
devient impossible, ainsi qu'on le prouvera plus tard a Faide du Calcul 
infinitesimal, de developper la fonction (i -ha?)^ en serie convergente 
ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres de la va- 
riable x. 

Corollaire 1. Si dans 1'equation (20) on remplace p. par - et a? par 
aa?, a designant une quantiteinfinim^nt petite, on aura, pour toutes les 
valeurs de &x renfermees entre les limites T, -+- T, ou, ce qui revient 
au meme, pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limites 



r i 

, -t- -, 

a . a 



- x x- . . x* 
(i H- ax)"= IH 1 (i a) H 

V X I 1.2 J.2. 



Cette derniere equation devant subsister, quelque petite que soil la 
valeur numerique de a, si Fon designe a Fordinaire, par Fabrevia- 
tion lim placee devant une expression qui renferme la variable a, la 
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limite vers laquelle converge cette expression, tandis que la valeur 
numerique de a decroit indefiniment, on trouvera, en passant aux 
limites, 






'(21) lim(i -f- v.x}*"=. H --- h -- f- r. -K . . ( a? = oo, a; zz -f- GO). 

j. 

II reste a chercher la limite de (i -h a#) a . Or, en premier lieu, on 
tirera de la formule precedente 



_ 

lim(i -f-' a) a z=: n --- 1 --- f- 



i i i .... 

I 1.2 1.2.3 

ou, en d'autres termes, 

1 

(22) lim(i 4- a) a =: 6% 

e designant la base des logarithmes neperiens \voir\& I, equat. (6)]. 
On en conclura immediaternent 

i 

lim(i -h y.x}**' e, 

et, par suite, 

1 

= e x . 

_i 
Simaintenantonremet la valeur de lim(i-i- a^?) a dans 1'equation (21), 

on obtiendra la suivante : 

(28) e x =:l -1 1 1 ,r -r. . . (x^~- oo, X rr-f-oo). 

v J I I . 2 I . 2 . 3 

On pourrait arriver directement a 1'eqaation (^3) en observant que 

la serie 

% 

/jCx X X* X* 

(O) J, , J T7, 

I 1.2 1.2.3 

est convergente pour toutes les valeurs possibles de la variable a? f et 
cherchant la fonction de x qui represente la somme de cette m6me 
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seric. En effet, soil cp(o?) la soname de la serie (6) qui a pour terme 
general 

X* 1 
I . 2 . 3 ... /I 

9(7) sera la somme de la serie qui a pour terme general 

r. . 

I.2.3.../1' 

et (en verlu du theoreme VI, III) le produit de ces deux soinmes 
sera la somme d'une nouvelle serie qui aura pour terme general 



' I , ' . 

i . 2 . 3 ...//, i . 2 . 3 . . . ( n i ) i 



x 



(x -\- y) n 



I 1.2.3. . .(tl I) I.2.3.'..tt I.2.3...Ai 

Ce produit sera done egal a cp(^ -+- j), et par suite, si Ton fail 1 . 



---- --- 5 --..., 

I 1.2 1.2.3 



la fonction y(a?) verifiera Tequation 



En resolvant cette equation, on en tirera 



c'est-a-dire 

p(*) = . 

Corollaire II. - Si, apres avoir retranche 1'unite de chaque membre 
dc 1'equation (20), on divise les deux membres par p, 1'equation que 
Ton obtiendra pourra s'ecrire ainsi qu'il suit : 
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et, si dans cette derniere on fait converger [x vers la limite zero, on 
trouvera, en passant aux limites, 



(24) lim 

v * } 



De plus, comme en designant par 1 la caracteristique des logarithmes 
neperiens pris dans le systeme doht la base est e, on a evidemment 



on en conclura 



et, par suite, 

(25) lim 



Cela pose, la formule (24) deviendra 

(26) l 



L'equation precedente subsiste tant que la valeur numerique de x 
reste inferieure a r unite; et, dans ce cas, la serie 



(27) 



est convergente, aussi bien que la serie (4), qui en differe settlement 
par les signes des termes de rang impair. Les memes series devenant 
divergentes, des qu'on suppose la valeur numerique de x superieute 
a Punite, Pequation (26) cesse d* avoir lieu dans cette hypothese* 

Dans le cas particulier ou Pon prend x = i,.la serie (27) se reduit 
a la serie (3) du troisieme paragraphe, laquelle est convergente, 
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comme on I'afaitvoir. L'equation (26) doit done alors subsister, en 
sorte qu'on a 

284 

Si Ton prenait au contraire (A = i , la serie (27) deviendrait diver- 
gentc et n'aurait plus de somme. 

On peut remarquer encore que, si apres avoir ecrit oc au lieu 
de x dans la forrnule (26), on change a la fois les signes des deux 
mcmbres, on obtiendra la suivante 






x 



(x = J, # = 4-1) 



II. Developper lafonction 
A*, 

dans laqitelle A designe an nombre quelconque ,* en serie convergent 
ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres de la variables. 

Solution. Designons toajours par la caracteristique 1 les loga- 
rithmes neperiens pris dans le systfeme dont la base est e. On aura, 
d'apres la definition meme des logarithmes, 



ct Ton en conclura 

<3o) K x e xl ^. 

Par suite, en ayant egard a Tequation (28), on trouvera 



I 1.2 ' 1.2.3 



Cettc derniere formule subsists pour toutes les valeurs reelles pos- 
sibles de la variable x. 

III. La caracteristique L designant les logarilhmes pris 
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dans le systerne dont la base est A, developper, lorsc/ue cela se peut, , 

fonction 

L(n-#) 

en serie convergent^ ordonnee suivant les puissances ascendantes et entier 
de la variable x. 

Solution. Designons toujours par 1 la earacteristique des log 
rithmes neperiens. On aura, en vertu des proprietes connues d 
logarithmes, 

r/ ^ __ L(r -f-^) ___ KT -+- .y) 



et par suite, en ayant egard a 1'equation (26), on trouvera, poi 
toutes les valours de x comprises entre les limites i, -HI, 

( 3a ) L( r H- x ) = x ~[~ ~ ~~ . . . (x = - r, x ^ -i- r). 



Cette derniere formule subsiste dans le cas meme ou Ton prend x = 
mais elle cesse d'avoir lieu lorsqu'on suppose x = i ou a? 2 > i . 
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CH1PITRE VII. 

DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES ET DE LEDRS MODULES. 



I. Considerations generates sur les expressions imaginaires. 

En Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute com- 
binaison de signes algebriques qui ne signifie rien par elle-meme ou 
a laquelle on attribue une valeur differente de celle qu'elle doit natu- 
rellement avoir. On nomme de meme equations symboliques toutes 
celles qui, prises a la lettre et interpreters d'apres les conventions 
generalement etablies, sont inexactes ou n'ont pas de sens, mais des- 
quelles on peut deduire des resultats exacts, en modifiant et alterant 
selon des. regies fixes, ou ces equations elles-memes, ou les symboles 
qu'elles renferment. L'emploi des expressions ou equations symbo- 
liques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d'ecrire sous 
une forme abregee des resultats assez compliques en apparence. C'est 
ce qu'on a deja vu dans le second paragraphe du troisieine Chapitre, 
oil laformule (9) fournit une vaieur symbolique tres simple de Pin- 
connue x assujettie a verifier les equations (4). Parmi les expres- 
sions ou equations symboliques dont la consideration est de quelque 
importance en Analyse, on doit surtout distinguer celles que Pon a 
nominees imaginaires. Nous allons montrer comment on peut etre 
conduit a en faire usage. 

On sait que les sinus et cosinus de Pare a + b sont donnes en fonc- 
tion des sinus et cosinus des arcs a et b par les formules 

cos(a-f- b) = cosacos sinasin b, 
sin ( a 4- b ) = sin a cos b -t- sin b cos a. 

QEuvres de C. S. II, t. III. 2O 
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Or, sans prendre la peine de retenir ces formules, on a un moyen for 
simple de les retrouver a volonte. II suffit, en effet, d'avoir egard a 1; 
remarque suivante. 
Supposons que Ton multiplie Tune par 1'autre les deux expression: 

symbol iques 

cosa -+- v/ i sina, 

cos& -H v/ i sin 6, 

en operant d'apres les regies connues de la multiplication algebrique 
comme si \J i etait une quantite reelle dont le carre fut egal a r 
Le produit obtenu se composera de deux parties : Tune toute reelle 
1'autre ayant pour facteur \j i ; et la partie reelle fournira la valeui 



de cos(a-f-i), tandis que le coefficient \J i fournira celle di 
sin(a-h b). Pour constater cette rertarque, on ecrit la formule 



(a) 



Les trois expressions que renferme Tequation precedente, sayoir 



cos(a -f- b) -4-V/--I sin(a-+- b) 

v/-~~i sin^) (cos/) H-^ i sin b). 



cosa -+- v i sina, 

cos^ -4- v/ i sin6, 

cos ( a -h b ) -h- v/ i sin ( a +- b ), 

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s'interpreter d'apre 
les conventions generalement etablies, et ne representent rien de r6el 
On les a nommees pour cette raison expressions imaginaires. L'equa 
tion (2) elle-meme, prise a la lettre, se trouve inexacte et n'a pas di 
sens. Pour en tirer des resultats exacts, il faut, en premier lieu, deve 
lopper son second membre par la multiplication algebrique, ce qu 
reduit cette equation a 



cos(a-f- b) -h y i sin (a -f- 6) 

(3) 

= cos a cos b sina sinb 4- \J i (sina cos& -+- si 

H faut, en second lieu, dans Fequation (3), egaler la partie reelle di 
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premier membre a la partie reelle du second, puis le coefficient de 
\/ i dans le premier membre au coefficient de y/^i dans le second. 
On est ainsi ramene aux equations (r) que Ton doit considerer comme 
implicitement renfermees Tune et Fautre dans la formule (2). 

En general, on appelle expression imaginaire toute expression sym- 
bolique de la forme 



a, 6 designant deux quantites reelles; et Ton dit que deux expres- 
sions imaginaires 

a -f- 6 \f i , y -+- d \f t 

sont egales entre elles, lorsqu'il y a egalite de part et d'autre : i entre 
les parties reelles a et 6; 2 entre les coefficients de v/--^* savoir 6 
et . L'egalite de deux expressions imaginaires s'indique, comme celle 
de deux quantites reelles, par le signe =, et il en resulte ce qu'on 
appelle une equation imaginairq. Cela pose, toute equation imaginaire 
n'est que la representation symbolique de deux equations entre quan- 
tites reelles. Par exemple, Tequation symbolique 



_ i = y - 

equivaut seule aux deux equations reelles 

a =zy, 6 = 3 

Lorsque, dans Texpression imaginaire 



le coefficient 6 de v/~ i s'evanouit, le terme Sy/ i est cense reduit a 
zero, et Texpression elle-meme a la quantite reelle a. En vertu de 
cette convention, les expressions imaginaires comprennent, comme 
cas particuliers, les quantites reelles. 

Les expressions imaginaires peuvent etre soumises, aussi bien que 
les quantites reelles, aux diverses operations de 1'Algebre. Si Ton 
effectue en particulier Taddition, la soustraction ou la multiplication 
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de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en operant d'api 
les regies etablies pour les quantites reelles, on obtiendra pc 
resultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu'on appe 
la somme, la difference ou le produit des expressions donnees; etT 
se ^ervira des notations ordinaires pour indiquer cette somme, ce 
difference ou ce produit. Par exeraple, si Ton donne seulement de 
expressions imaginaires 



on trouvera 

(4) (a -h 6 /-i) + (y -+ S V /:r t) = a -H y -h ( 6 -I- 8) \J~i, 

(5) (a-H 

(6) * (a-4- 



II estbon de remarqner que le produit de deux ou plusieurs expn 
sions imaginaires, comme celui de deux ou plusieurs binomes ree 
restera le meme, dans quelqae ordre qu'on multiplie ses differei 
facteurs. 

Diviser une premiere expression imaginaire par une seconde, c'< 
trouver une troisieme expression imaginaire qui, multiplier par 
seconde, reproduise la premiere. Le resultat de cette operation est 
quotient des deux expressions donnees. On se sert pour Tindiquer 
signe ordinaire de la division. Ainsi, par exemple, 



represente le quotient des deux expressions imaginaires 



Elever une expression imaginaire a la puissance du degre m (m c 
signant.un nombre entier), c'est former le produit de m factet 
egaux a cette expression. On indique la puissance w i6me de a -f- 6 y- 
par la notation 
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Extraire la racine n* de 1'expression imaginaire a 4- 6 J^i, ou, 
en d'autres termes, elever cette expression a la puissance du degre 
- (n designant un nombre entier quelconque), c'est former une nou- 
velle expression imaginaire dont la puissance n [ * me reproduise 
a +. 6 y/ j . Ce probleme admettant plusieurs solutions (voir le IV), 
il en resulte que 1'expression imaginaire a -h6\/^i a plusieurs 
racines du degre n. Lorsque nous voudrons designer indistinctement 
Tune quelconque d'entre elles, nous emploieronsla notation 



tin 
W 



on la suivante 



Dans le cas particulier oil 6 s'evanouit, a + 6V"--i se reduit a une 
quantite reelle a, et parmi les valeurs de Fexpression 

V^ = (()) 

il peut s'en trouver une ou deux de reelles, comme on le verra ci- 
apres. 

Outre les puissances enti&res et les racines correspondantes des 
expressions imaginaires, on a souvent a considerer ce qu'on appelle 
leurs puissances fractionnaires ou negatives. On doit faire a ce sujet 
les remarques suivantes. 

Pour elever 1'expression imaginaire a -t- 6 \/^i a la puissance frac- 

tionnaire du degre ~, il faut, en supposant la fraction reduite a sa 
plus simple expression : i extraire la racine n i6me de 1'expression 
donnee; 2 elever cette racine a la puissance entiere du degre m. Le 
probleme pouvant etre r6solu de plusieurs manieres (voir ci-apres le 
IV), nous designerons indistinctement 1'une quelconque des puis- 
sances du degre par la notation 
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Dans le cas particulier oil S se reduit a zero, une ou deux de ces puis- 

sances peuvent devenir reelles. 

Elever 1'expression imaginaire a -+- -6^ i a la puissance negative 
du degre m, ou ~> ou ~> c'est diviser 1'unite par la puissance 

du degre m, ou -> ou de la meme expression. Le probleme admet- 
tantune solution seulement, dans le premier cas, et plusieurs solu- 
tions dans chacun des deux autres, on indique la puissance du degre 
m par la notation simple 

(aH-evcrr)-*, 
tandis que les deux notations 



represented, la premiere, une quelconque des puissances du degrt 
-> et la seconde une quelconque des puissances du degre 

On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguees 1'une 1 
1'autre, lorsque ces deux expressions ne different entre elles que pai 
le signe du coefficient de v/ i. La somme de deux semblables expres- 
sions est toujours reelle, ainsi que leur produit. En effet les clem 
expressions imaginaires conjuguees 



donnent pour somme 2 a et pour produit a 2 -4- 6 2 . La derniere parti< 
de cette observation conduit a un theoreme relatif aux nombres, a 
dont voici Tenonce : 



I. Si Ton multlplie I'unpar Vaulre deux nombres entier 
dont chacun soil la somme de deux carres, le produit sera encore un\ 
somme de deux carres. 

Demonstration. Soient 
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les deux nombres entiers dont il s'agit, a 2 , 6 2 , a' 2 , 6 /2 designant des 
carres parfaits. On aura evidemment les deux equations 

(a H- B \/~i} (a'-f- 6' v/ 1 ^) = aa' 66' + (a6'+ a'6) v^, 
(a 6 v/ 1 ^) (a'- 6' y/^7) zn aa ' 86' (a6' + a' 



et, en multipliant celles-ci membre a membre, on obtiendra la sui- 
vante 



(7) (a 2 H- 6 2 ) (a' 2 + 6 /2 ) = (aa'- 66') 2 4- (a6'-h a'6). 

Si Ton echange entre elles dans cette derniere les lettres a 7 et 6', on 
trouvera 

(8) (a 2 ^g2) (a /2 + g^^ (a g/_ a ,g )2 _ f . (aa ^gg, )2< 

II y a done en general deux manieres de decomposer en deux carres 
le produit de deux nombres entiers dontchacun est la sommededeux 
carres. Ainsi, par example, on tire des equations (7) et (8) 



On voit par ces considerations que 1'emploi des expressions imagi- 
naires peut etre d'une grande utilite, non seulement dans TAlgebre 
ordinaire, mais encore dans la Theorie des nombres. 

Quelquefoison represente une expression imaginaire par une seule 
lettre. C'est un artifice qui augmente les ressources de TAnalyse, et 
dont nous ferons usage dans ce qui va suivre. 

IL Sur les modules des expressions imaginaires 
et sur les expressions reduites. 

Une propriete remarquable de toute expression imaginaire 

a-hSv/^f 

c'est de pouvoir se mettre sous la forme 
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p designant une quantite positive et 6 un arc reel. En effet, si Poi 
pose 1'equation symbolique 

(1) # + 6\/ i = p(cos0 4- \J i sin0) 

ou, ce qui revient au meme, les deux equations reelles 

a p cos0, 

(2) . 

6 = p sin9, 

on en tirera 

a 2 -h 6 2 == p 2 ( cos 2 -(- sin 2 ) = p*, 

et, apres avoir ainsi determine la valeur du nombre p, il ne restera 
pour verifier completement les equations (2), qu'a trouver un arc ' 
dorft le cosinus et le sinus soient respectivement 

cos = -7: 



sine/ =n 



Ce dernier probleme est toujours soluble, attendu que chacune de 

g 
quantites ? . a une valeur numerique inferieure a Tu 

^ y/a"+S 0x 2 -H6 2 

nite, et que la somme de leurs carres est egale a i. De plus, il adme 
une infinite de solutions differentes, puisque, apres avoir calcule un 
valeur convenable de Tare 6, on pourra, sans changer ni le sinus ni 1 
cosinus, augmenter ou diminuer cet arc d'un nombre quelconque d 
cireonferences. 
Lorsque 1'expression imaginaire a -h 6 \/ c se trouve ramenee a 1 

forme 

p (cos 0.-+- v/ i sin 0), 



la quantite positive p est ce qu'on appelle le module de cette expres 
sion imaginaire; etcequi reste apres la suppression du module, c'es 
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a-dire le facteur 

cos$ 4- y' i sin0, 

est ce quc nous nommerons \' expressioTi reduite. Comme des quantites 
a et 6 supposees connues on no deduitpour le module p qu'unevaleur 
unique determines par Fequation (3), il en resulte que le module 
reste le meme pour deux expressions imaginaires egales. On pent 
done enoncer le theoreme suivant : 

THKOREME I. L'dgalitededeux expressions imaginaires entraine ton- 
jours Vegalite des modules et, par consequent, belle des expressions re- 
diiites. 

Si Ton compare entre elles deux expressions imaginaires conju- 
guees, on trouvera encore que leurs modules sent egaux. Le carre du 
module commun a ces deux expressions ne sera autre chose que lour 
produit. 

Lorsque dans ('expression imaginaire a -+- 6\/ i le second terme 6 
s'evanouit, cette expression se reduit a une quantite reelle a. Dans la 
meme hypothese, on tire des equations (3) et (4) : i quand a est 
positif, 



et, par suite, 

Q~l 2A'TT, 

k designant un nombre entier quelconque; 2 quand a est negatif, 

p = ^/a 7 , 
cos0 = ~-i, sin(9 =o 

et, par suite, 

' I)TT. 



Ainsi le module d'une quantite reelle a n'est autre chose que sa valeur 
numerique y/a 2 , et 1'expression reduite qui correspond a une sem- 
blable quantite est toujours -HI ou i, savoir 



-h i -=. cos(: 2A-Tr) -+- v 7 i sin (it 

QEwrcsde C. - S. II, t. HI. 



162 COURS D'ANALYSE. 

lorsqu'il s'agit d'une quantite positive, et 

i =: cos( : 2 k H- i 7i ) -i- \ ! ~ i sin ( 2 2 / -f- i TT), 

lorsqu'il s'agit d'une quantite negative. 

Toute expression imaginaire qui a zero pour module se reduit elle 
memo a zero, puisque ses deux teroies s'evanouissent. Reciproque 
ment, comme le cosinus et le sinus d'un arc ne deviennent jamai; 
nuls en meme temps, il en resulte qu'une expression imaginaire n< 
pent se reduire a zero qu'autant que son module s'evanouit. 

Toute expression imaginaire qui a 1'unite pour module est neces 
sairement une expression reduite. Ainsi, par exemple, 



cos a -H \J i sin <7, cos a \/ J sul a -> 



cos a \j i sin a, cos a +- \ ; r sin a 

sont quatre expressions reduites conjuguees deux a deux. Effective 
ment, pour tirer ces quatre expressions de la formule 

cos# 4- v/~ l sin0, 
il suffira de poser succcssivement 

B -=: 2A-Tr H- a, _ : aA-TT a, 

= : ( 2 A- -f- i) 7i 4- a, Q -~ ~. ( 2 k -f- i ) TT a, 

k designant un nombre entier quelconque. 

Les.calculs relatifs aux expressions imaginaircs pouvant etre sim 
plifies par la consideration des expressions reduites, il importe d< 
faire connaitre les principales proprietes cle ces dernieres. Ces pro 
prietes sont comprises dans les theoremes que je vais enoncer. 

TiiEORfeME II. Pour multiplier I' une par V autre deux expression 
reduites 

cos -h y / r sin 0, cos 6 r + \/~^~i sin 6' 9 



ilsuffit d' a/outer les arcs et 8' qui leur correspondent. 
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Demonstration. - On a, en effet, 

j (cos0H-\/-- i sin#)(cos0'H- y/' i sin#') 
| = cos(0-t-0')-i-v /:: n sin(04-5'). 

Corollairc. Si dans la formule precedente on fait = 6, on 
trouvera, comme on devait s'y attendre, 

(6) ( cos -+-</-- i sin#) (cos# y/^Ti sin#) -~ i. 

TMKOREMK III. Pour multiplier les lines par les autres plusienra 
expressions redu lies 

cosfl-h \/ i si n (9, cos0'-h v^T sin0 ; , COS^'H- v/^Tshi^", . . ., 
il snffit cV aj outer les arcs 0, O x , 0", . . . qui leur correspondent. 
Demonstration. En effet, on aura successivement 



(cos H- \/^~i sine) 

cos ( 6 -h 0' ) -h v /:r T sin ( 6 -H 0' ), 

(cos -+- v /::r f sin 9) (cos 6' -+ y/^ sin fl ; ) ( cos ^ -t- v 7 -^ si n 9 /; 
= [cos(0 + O r + 



et, on continuant de meme, on trouvera generalement, quel que soit 
le nombre des arcs 0, 0', 0", . . . , 



= cos ( -H 9' + ^-h . . . ) -H v /:r T sin ( -h 0' 4- ^"+ . . . ) 

Corollaire. Si Ton developpe par la multiplication immediate le 
premier membre de I'equation (7), le developpement se composera de 
deux parties, Tune toute reelle, Tautre ayant pour factcur v/ ' 
pose, la partie reelle fournira la valeur de 
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et le coefficient de v/-- l dans la seconde partie la valour de 

sin(0-t-0'-f-S"H-...). 

Supposons, par exemple, que Ton consiclere seulemcnt trois arcs 
0', 6". L'equation (7) deviendra 



- v /=:r l sin 6') (cos0"-H v /:r r sin0") 
~ C os ( -+- & -H 0") -f- v'' 11 ^ sin ( -+- (5' 4- 0" ), 

et, apres avoir developpe le premier membre de cette derniere par 
multiplication algebrique, on en conclura 

COS (0_ h e-'_f.^) =: cos 9 cos 0' cos 0" cos 5 sin 6 7 sin #" 
sin cos 5' sin 0" sin sin 0' cos 0", 

sin ( 6) -t- ; H- ;/ ) = sin cos 0' cos fl" H- cos sin 0' cos Q* 
~\- cos0 cos0 ; sin // -t- sin (9 sin0' sin 0". 



THEOREME IV. ^owr diviser V expression reduilc 



suivante 

cos 0' -h v/^ sin0', 

z7 ./$?/ <^e retrancher I' arc ; , ywz correspond a la seconde, de I* arc co 
respondant a la premiere. 

Demonstration. Soit a? le quotient cherche, en sorte qu'on ait 

COS0-+- v 7 i sin 

x -- v . ___ _ . 

cos0'-f- \j ' i sin (9' 

Ce quotient devra etre une nouvelle expression imaginaire tellemei 
choisie, que, en la multipliant par cos 6' 4- \/ l sin 6', on reproduii 
cosO -H \J i sinO. En d'autres termes, x devra satisfaire a 1'equatic 

(COS^'-H v 7 T sm^)^ COS04- \/-~ i sin(5. 



Pour tirer de cette equation la valeur de x 9 il suffira de multiplier L 

deux membres par 

r -~i sin0'. 
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On reduira de cette maniere le coefficient de a? a Funite (voir le theo- 
reme II, corollaire I), et Fon trouvera 

x .= (cos 0-f- \l~-i sin0)(cos0 ; y/^l sin0') 
= (cos0 4- \l i sin0) [cos(-~- 6 f ) 4~ y/ i sin( 0')] 
=- cos(0 0') 4- v^ sin(0 0'). 

On aura done en definitive 

^ C> j ' ' ' ~znn^_ C S ^ t/ ~~" t7 J ~f~ y 1 S 1 H ^ C7 ~~~ t/ ) . 

cos0'-f- v 1 sin0' 



Corollaire. Si dans F equation (8) on fait 8 = 0, elle donnera 



(9) 



THEOREME V. Pour eleverT expression imaginaire 



a la puissance du degrd m (m ddsignanlun nombre entier quelconque), 
il suffit de multiplier dans cette expression I' arc 9 par le nomhre m. 

Demonstration. En effet, les arcs 6, 6 X , 6", ... pouvant etre quel- 
conques dans la formule (7), si on les suppose tous egaux a Fare 6 et 
en nombre m, on trouvera 



(10) (cos0 

Corollaire, Si dans Fequation (10) on fait success! vement 6 = z, 
~ _ s$ on obtiendra les deux suivantes : 



i sin/n^s, 



(n) 



Le premier membre dc chacune de ces dernieres, etant toujours un 
produit de m facteurs egaux, pourra etre developpe par la multiplica- 
tion immediate de ces facteurs ou, ce qui revient au meme, par la 
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formule de Newton. Si, apres avoir effectue le developpement dont i 
s'agit, on egale de part et d'autre dans chaque equation : 1 les parties 
reelles; 2" les coefficients de \/ i, on en conclura 

m(m r) . . 

^ -=. cos /w -s cos w - sirrs 

i .2 

771 (m r ) ( 7??. 2 ) ( in - 3 ) , . , 

_) i L^ >- L C os m -* 5 sin 4 z . . . , 

1.2.8.4 

~ cos'"- 1 - sins 
i 

M (m i) ( m. 9.} , . . 
i i LL cos /w ~ 3 5 sin 3 j +- 

1.2.3 

On trouvera, par exemple, en supposant m = 2, 

cos 2^ = cos 2 x; sin 2 -, 
sin 2^ = 2 sine cos - ; 

en supposant /w = 3, 

^ = cos 3 ^ 3 coss sin 2 ^, 



TIIEOREME VI. Pour elever I' expression imaginaire 

-H \/ i sirifl 



a /a puissance du degre m (m designant un nombre cnlier quel 
conque], il suffit de multiplier dans cettc expression rare par I 



degre m. 



Demonstration. En effet, d'apres la definition que nous avon; 
donnee des puissances negatives (voir le I), on aura 



(cosO - 

Par suite, en ayant egard a la formule (9), on trouvera 

- v/ i slnmO 
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on, ce qui revient au meme, 

(i4) (cosS-h v'^ sin#)~ m cos(~- m&) +- v 7 1 sin( m6). 

Apres avoir etabli, comme nous venous de le faire, les principales 
proprietes des expressions reduites, il devient facile de multiplier ou 
de diviser 1'une par 1'autre deux ou plusieurs expressions imagi- 
naires, quels que soient leurs modules, aussi bien que'd'elever une 
expression imaginaire quelconque a la puissance du degre m ou m 
(m designant un nombre entier). On peut, en effet, executer simple- 
ment ces diverses operations a Taide des theoremes suivants : 

THEOIU>ME VII. Pour obtenir le produit de deux ou de plusieurs 
expressions iinaginaires, il suffit de multiplier le produit des expressions 
reduites qui leur correspondent par le produit des modules. 

Demonstration. Le theoreme enonce se deduit immediatement 
de ce principe, que le produit de plusieurs facteurs reels ou imagi- 
naires reste le meme dans quelque ordre qu'on les multiplie. Soient 
effectivement 



plusieurs expressions irnaginaires, dont p, p', p /7 , ... designent les 
modules. Lorsqu'on voudra multiplier entre elles ces expressions 
dont chacunc est le produit d 7 un module par une expression reduite, 
on pourra, en yertu du principe qu'on vient cle rappeler, former, 
d'une part, le produit dc tous les modules, de 1'autre, celui de toutes 
les expressions reduites, puis multiplier ces'deux clerniers produits 
Fun par Tautre. On trouvera de cette maniere pour resultat definitif 



pp 



p ff . . . [cos (9. 



Corollaire I. Le produit de plusieurs expressions imaginaires est 
une nouvelle expression imaginaire qui a pour module le produit des 
modules de toutes les autres. 

Corollaire II. Comme une expression imaginaire ne s'evanouit 
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jamais qu'avec son module, et que, pour faire evanouir le produit de 
plusieurs modules, il faut necessairement supposcr Fun d'eux reduii 
a zero, il est clair qu'on peut tirer du theoreme VII la conclusion sui- 
vante : 

Le produit de deux ou de plusieurs expressions imaginaire's ne pen, 
s evanouir quaulant que rune d'elles se reduii a zero. 

THKOREME VIII. Pour obtenir le quotient de deux expressions irnagi* 
naires, il suffit de multiplier le quotient des expressions reduii es qui leiti 
correspondent par le quotient des modules. 

Demonstration. Supposons qu'il s'agisse de divisor ['expression 

imaginaire 

p(cos# -H y/"" i sin 0), 

dont le module est p, par la suivante 



dont le module est p'. Si Ton designc par x le quotient demarule 
x devra etre une nouvelle expression imaginaire pro|)ro a verifiei 

Tequation 

~ \/~- 1 sin 0). 



Pour tirer de cette equation la valeur de x, on inultipliera les deui 
membres par le produit des deux facteurs 

? cos B f \' i sin 0', 

et Ton trouvera de cette maniere, en ecrivant -, an lieu de p ~p 

P p 

x = ^ [cos(0 9 r ) 4- v /:= T sin (6 V) |. 
On aura done en derniere analyse 
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et, puisque, en vertu du theoreme IV, 
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est precisement le quotient des deux expressions reduites 
cos9 -4- v/^1 sinfl, cos0'-h \f^~i sin0', 



il est clair que, apres avoir etabli la formule (16), nous devons consi- 
derer le theoreme VIII comme demontre. 

Corollaire. Si dans 1'equation (16) on fait = o, elle donnera 



(17 



~ L ( cos ff _ ^T7 S i n ^). 
' 



i sinfl') P 

THEOREME IX. Pour obienir la m ikme puissance d'une expression ima- 
ginaire (m designant un nomhre entier quelconque], il suffit de multi- 
plier la m l * iM puissance de I' expression reduite correspondante par la 



Demonstration. En effet, si dans le theoreme VII on suppose les 
expressions iinaginaires 

p (cosfl -+-\/-- i si 



p' / (cos6"-t-v/ J sin^"), 

toutes egales entre elles et en nombre m, leur produit sera equivalent 
a la puissance m^ me de la premiere, c'est-a-dire a 



et, comme dans cette hypothese Texpression (i5) deviendra 

p rn (cos m9 -HV/ i si 
on aura definitivement 

(18) [p(coseH-v / ^siiiO] //l =P / 

OEuvres de C. S. 11, t. III. 



22 
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L'expression reduite 

cos m -f- \J i sin m 6 

etant egale (en vertu du tfaeorerne V) a 



il en resulte que, apres avoir etabli la formule (18), on doit considerer 
le theoreme IX comme demontre. 

THEORME X. Pour elever une expression imaginaire a la puissance 
du degre m (m designant un nombre entier), it suffll dc former les 
puissances semblables du module et de I' expression reduite, puts de mul- 
tiplier ces deux der meres Vune par I'autre. 

Demonstration. Supposons qu'il s'agisse d'clever a la puissance 
du degre m Texpression imaginaire 



dont le module est p. On aura, en vertu de la definition des puissances 
negatives, 



Par suite, en ayant egard a la formule (17), on trouvera 



ou, ce qui revient au meme, 

(19) 



- v sinm 



Cette derniere formule reunie a 1'equation (i3) fournit la demonstra- 
tion complete du theoreme X. 



PREMIERE PARTIE. - CHAPITHE VII.' 



171 



III. Sur les ratines reelles ou imaginaires des deux quantites -+- i , 
i , et sur leurs puissances fractionnaires. 

Supposons que Ton designe par m et n deux nombres entiers pre- 
miers entre eux. Si Ton fait usage des notations adoptees dans le I, 
les racines 7i iemes de Punite, ou, ce qui revient au meme, ses puis- 
sances du degre - seront les diverses valeurs de P expression 

^= ((0)-; 



et, de meme, les puissances fractionnaires de Punite, positives ou ne- 
gatives, du degre ou > seront les diverses valeurs de 

m ?n. 

((i)r ou ((i))". 

On en conclura que, pour determiner ces racines et ces puissances, il 
suffit de resoudre, Pun apres Pautre, les trois problemes suivants. 

PROBL&ME I. Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 
V expression 

((or- 

Solution. Soit x Pune de ces valeurs; et, aim de la presenter sous 
la forme generale qui comprend a la fois toutes les quantites reelles et 
toutes les expressions imaginaires, supposons 



x =. /'(cos-f- v/- i si 

r designant une quantite positive, et i un arc reel. On aura, d'apres la 

i 

definition meme de Pexpression ((i)) n , 
(i) x^-^i 

ou, ce qui revient au meme, 

/ i/Z( (cosrt-r- v/ i sin/z^) = 1. 
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On tirera de cette derniere equation (a 1'aide du theoreme I, II) 



-4- \ i sin nt^=. 
et., par suite, 

7 I, 



/ representant un nombre entier quelconque. Les quantites r et t e 
ainsi determines, les diverses valeurspropres a verifier 1'equation 
seront evidemment comprises dans la formulc 

2 A" 71 , / . 2 A'TT 



(a) a = cos^:V-ism. rt 

1 

En d'autres termes, les diverses valeurs de ((i)) n seronf. donnees 
1'equation 

(3) ((i))= cos ^p v/^sin^- 

Soit maintenant A le nombre entier le plus rapproche da rappor 

La difference entre les deux nombres A, ^ sera tout au plus egale 

en sorte qu'on aura 

k _^_ k 1 

ti n 

clesignant une fraction egale ou inferieure a -? et y par suite, k 

n> " 

nombre entier inferieur ou tout au plus egal a - On en conelura 



2/T7T . / - . 2/C7T 2/C^TI . /- - 

cos --- it V i sin - = cos - : v~~ i 
v v 



. 

sin 



^ 
Par consequent, toutes les valeurs de ((i)) rt seront comprises dai 

formule 



, 

COS i/__ ! g in 
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si Ton y suppose k 1 renferme entre les limites o, -, ou, ce qui revient 

2 

au meme, dans la formule (3), si Ton y suppose k renferme entre les 
memes limites. 

Corollaire I. Lorsque n est pair, les diverses valeurs que le 
nombre entier k peut recevoir, sans sortir des limites o, -> sont res- 

r 2 

pectivement 

O, I, 2, ..., 



Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3) fournit en general 

i_ 
deux valeurs imaginaires conjuguees de 1'expression ((i))% c'est- 

a-dire deux racines imaginaires de 1'unite conjuguees et du degre n. 
Seulement, on trouve, pour k o, une racine reelle -f~i, et, pour 
&=.--> une autr'e racine reelle i. En resume, lorsque n est pair, 
1'expression 



admet deux valeurs reelles, savoir 



avcc n 2 valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 



cos 



. - 07- 

! sin:, 
n 



2 TT / - . 2 7T 

cos v/ J sin , 



cos 



Le nombre total de ces valeurs reelles ou imaginaires est egal a n. 

Supposons, par exemple, n = 2. On trouvera qu'il existe deux va- 
leurs de 1'expression 
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ou, ce qui revient au meme, deux valeurs de x propres a verifier Pe- 
quation 

et que ces valeurs, toutes deux reeiles, sont respectivement 



Supposons encore n = 4- On trouvera qu'il existe quatre valeurs de 
1'expression 

' oA 

ou, ce qui revient au meme, quatre valeurs de x propres a verifier 
1'equation 

X** = 1. 

Parmi ces quatre valeurs, deux sont reeiles, savoir 

-HI, i. 

Les deux autres sont imaginaires et respectivement egales, la pre- 
miere a 

71 / . TT ' i 

COS H V ~ * sm ~ " -H V l 

2 2 

la seconde a 

7T / . TU / 

cos v i sm ~ = v i . 

2 V 2 V 

Corollaire IL Lorsque n est impair, les diverses valeurs que le 
nornbre entier k peut recev6ir, sans sortir des limites o, -> sont res- 

2 

pectivement 

n r 
o, J, 2, ..., ^ . 

Pour chacune de ce^s valeurs de k, la formule (3) fournit en general 

deux valeurs imaginaires conjuguees de Fexpression ((j))", c'est- 
a-dire deux racines imaginaires conjuguees et du degre n. Seulement, 
on trouve, pour k = o, une racine unique et reelle, savoir -HI. En 
resume, lorsque n est impair, 1'expression 
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atlmet, avec la seule valeur reelle 



175 



//. i valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 



(5) 



2 71 



' 'K / . 2 7T 

cos H- v i sin , 

/I 11 f 4 7T 

cos -h v i sin , 



(n I)TT 

cos v - - -- h v i sin 



2 7C / . 2 71 

cos i/ r sm 9 



4 7T / . 4^ 

cos v z sm ' 

n n 



cos 



/ - . 
\J j sm 
v 



Le nombre total de ces valeurs reelles ou imaginaires est egal a n. 

Sapposons, par exemple, n = 3. On trou^era qu'il existe trois va- 
leurs de Texpression 

((0)1 

ou, ce qui revient au meme, trois valeurs de x propres a verifier li- 
quation 

^ 3 =rj, 

et quo ces valeurs, dont une est reelle, sont respectivement 



2 71 

cos- 3 - 



27T 271 / . 271 

( _, COST _ v /_ lsmT . 



De plus, le cote de Thexagone etant, comme on sait, egal au rayon, et 

271 

le supplement de Tare sous-tendu par ce cote ayant pour mesure -y ? 
on obtiendra facilement les equations 



271 I 



271 3 2 



en vertu desquelles les valeurs imaginaires de 1'expression ((i)) 3 se 
reduisent a 
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Corollaire 111. n designant un nombre entier quelconque, le 

nombre des valeurs, soit reelles, soit imaginaires, de F expression 

i_ 
((i))", ou, ce qui revient au meme, le nombre des valeurs de x pro- 

pres a verifier Pequation x n = i restera toujours egal a n. 

PROBLME II. Trouver les divers es valeurs reelles ou imaginaires de 
I 1 expression 

m 
((0)^ 

Solution. Les nombres m et n etant supposes premiers entre eux, 

m 

on aura, d'apres la definition meme de I'expression ((i)) 71 , 



1 

puis, en remettant pour ((i))" sa valeur generale tiree de 1'equa- 
tion (3), on trouvera 

' [ 2A-7T , . __ . aA-TT"!" 1 

((i)) n = cos - v ; i sin - 
L tl n J 

et, par suite, 

,,,, ,, ' m.sA'TT 

(6) ((i))"=cos - 



m 

Pour deduire de cette derniere formule toutes les valeurs de ((i))*> 
, il ne reste qu'a donner successivement a k toutes les valeurs enti&res 
comprises entre o et - Soient if, k rf deux de ces valeurs supposees 
inegales. Je dis que les cosinus 



cos > cos 



seront necessairement differents Tun de 1'autre. En effet, ces cosinus 
ne pourraient devenir egaux que dans le cas ou les arcs qui leur cor- 
respondent seraient lies entre eux par une equation de la forme 
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/i ilrsigiiiinl mi iMiiuiiro eiitier. Or on lire do oofle equation 

h m( "A* 5 A^ 

11 landrail iltmr. m isl premier it /i f quo J: k' -.*: X %w fut divisible 

par w, 't % <jii*tti no satirait adtuotlrts allondu que, les nombres k\ k" 

inogaiix. i*i ohaoiiu iFotix in* poitvant stirnasser l/i, lour s(inme 

* * 

mi lour iliifrrniri* r*i uooossairomout inforioure \\ n. Ains'u deux va- 
lour?* ilifrrriifi*^ ill* k onmprisos onlro los limitos t> ot [n fuuruissoul 

di*ux valeur* tliJTori'iito^ do 

in , -i A n 

tin i*un*lut a)Hi*uoii! do rotti* rotuarqtti*, quo I*H valeurs reelles cm 

HJUII t| i ii* dnnnro* par IVipiatinn (15) sont eu 



IIM \alour i ( oiH's i>u imaginairos dt ((i))* detor- 
par IVijihtlMMi { I n Hi* phi*, rttfttittt* on a ovidommcuf 



. '1 4 ff | * 

I 



,'j Ait) n 



ii on rosulli* ijiio ftiiilt 1 taiftir It* n i If ost into oxprosniiin roollo ott 

iiii;i|.fii*iiri* it piiH^.ifirt* n **i|iit\atit ;i i*uiiilo t pur ronst'quent uuo 



lalnir i#* u i tt\ itos Mli^naliotis otiiifluiHi'iil ii la formulo 



h Hi*tilomt*iit qiit 1 Puni 1 dos valeurs du 

iiii*iiilr!* 1*%! ii i*iiii!* den valours du soroud. 

Mit HI. fir//rs rw inHigitutirw fie 



ilii In tiriSiiitiriit tloH puissatin^ uogativos, 



. III 
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in 

puis, en remettant pour ((i))* sa valeur generate tiree de 1'eqi 
tion (6), et ayant egard a la formule (9) du paragraphe precedent, 



/nN ,. ^~~ 

(8) ((i)) tl = 



II suit de cette derniere equation que les diverses valeurs de ((*)) 

m 

sont les rnemes que celles de ((i))*, et par consequent egales a cell 

i 

de ((i))"~. On a done 

(9) ((!))"= ((!)), 

Ie signe = devant etre interprete comme dans Tequation (7). 
Corollaire. Si Ton fait m = i , la formule (9) donnera 

(10) ((!))"= ((!))-. 

Supposons maintenant que Ton cherche les racines et puissant 
fractionnaires, non plus de Tunite, mais de la quantite r. Les r 
cines 7^^ Irles de cette quantite, ou> ce qui revient au meme, ses pui 
sances du clegre --> seront les diverses valeurs de 1'expression 

^=^ = ((-0)^ 

et de rneme, les puissances fractionnaires de i, positives ou n6gi 

lives, du degre ou -- '> seront les diverses valeurs de 

5 n n 

in m. 

((-0)" Oil ((-!))". 

En consequence, pour determiner ces racines et ces puissances, 
sulfira de resoudre Tun apres Tautre les trois nouveaux probleme 
que je vais enoncer. 

PROBL&ME IV. Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaire$4 
^expression 
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Solution. Soit 

x = /"(costf 4- \J i sin^) 

Tune de ces valeurs, r designant une quantite positive, eU un arc reel. 

l 
On aura, d'apres la definition meme de 1'expression (( i)) fl , 

(11) a?"=-i 

on, ce qui revient au meme, 

r"(cosn 4- \J i sinnf) m i. 

On tirera de cette derniere equation (a 1'aide du theoreme I, II), 



et, par suite, 



cos nt 4- \/ l sin nt-=. i , 

= i, sin nt o, nt~-(ik 

t zz ? 

n 



/^ representant un nombre entier quelconque. Les quantites r et 2 etant 
ainsi detcrminees, les diverses valeurs de x propres a verifier liqua- 
tion (i i) se trouveront evidemment comprises dans la formule 



(12) 



,-r zz: COS 



- / - . 
V i Sin 



Eii d'autres termes, les diverses valeurs de (( i))" seront donnees 
par 1'equation 



03) 



-i = cos 



Soit maintenant h le nombre entier le plus rapproche du rapport 
?*I. La difference entre les deux nombres A, ^ sera evidem- 

2fl 

mcnt une fraction de numerateur impair, inferieure ou tout au plus 
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egale a f ; en sorte qu'on aura 

2 A: 4- i . l 2^-f-i 

- h ib -- 5 
2 n 2 ft - 

<zk'-\- 1 designant un nombre impair egal ou inferieur a n. On en COE 
clura 

(2&-4-l)7r . . ( 2 A"' -f- 7T 

- = 2 fl 7T it - 3 



. - , . 

v '_ j sm ^ - L_ COS- - !\/ I Sill 



Par consequent toutes les valeurs de (( i)) 1 * seront comprises dan 
la formule 

(2/C ; -4-1)7! _,_ , . (2/v'-4~ f)7T 

C os i i- : i/ i sm 9 

n n 

st Ton y suppose 2^-4- 1 renferme entre les liraites o, 7^, ou, ce qu 
revient au meme, dans la formule (i3), si Ton y suppose 2k + i ren 
ferme entre les memes limites. 

Corollaire L Lorsque n est pair, les diverses valeurs que zk -t- 
peut recevoir, sans sortir des limites o, n, sont respectivement 



r, 3, 5, ..., n L. 

Pour chacune de ces valeurs de 2^-f- r, la formule (i3) fournit tou 

1 
jours deux valeurs imaginaires conjuguees de 1'expression (( i))' 1 

Piar suite, cette expression, dans le cas que nous considerons ici 
n'admet point de valeurs reelles, mais seulement n valeurs imagi 
naires conjuguees deux a deux, savoir : 



COS 


TC 


+ i/=i 


sin 


71 


7T 

cos- 


_^ 


- . 7T 






tl 






/I 


n 




n 




COS 


37T 


+ s/ i 


sin 


371 

J 

/i 


37T 

cos 
/i 


--v/ 1 ^ 


. 37T 

sm > 




COS 


( 


-0 ( 


v/~ 


. (n 1)71 

i ^in 


f* f\ Ct 


-i)7r 


/ . (n- 


l)'7f 






n 


v 


/I 




Al 




J^ 
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Supposons, par exemple, n=i. On trouvera qu'il existe deux 
valeurs de I'expression (( 1))% ou, ce qui revient au meme, deux 
valears de x propres a verifier Fequation 



et que ces valeurs, toutes deux imaginaires, sont respectivement 

71 / . 7T I 

cos H v~ i sm- =z 4- w i, 

2 v 2 V 

7t / . 7t i 

cos v i sin - = v i. 

2 V 2 V 

Supposons encore n = 4- On verra qu'il existe quatre valeurs de 
I' expression (( i)) T , ou, en d'autrcs termes, quatre valeurs de x pro- 
pres a verifier 1'equation 

^ 4 = --i; 

et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules 

cos 7 \l *i sin jy 
4 4 

cos -r \l i sin > 
44 

ou, ce qui revient au meme, dans la seule formule 



Comme on a d'ailleurs 



TT . IT 

COS-7 = Sin 7 =3 

4 4 



on trouvera defmitivement 



Corollaire II. Lorsque n est impair, les diverges valeurs que 
2>fc 4- 1 peut recevoir sans sortir des limites o et n sont respective- 
ment 

i, 3, 5, ..., n 2, n. 
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Pour chacune de ces valeurs de zk + i, la formule (i3) fournit en 
neral deux valeurs imaginaires conjuguees de 1'expression (( i] 
c'est-a-dire deuxracines imaginaires de i conjuguees et du degrl 
Seulement on trouve, pour zk -+- i = /i, une racine unique et reel 

savoir i. En resume, lorsque n est impair, 1'expression (( i 
admet, avec la seule valeur reelle 

n i valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 

ft t ft ft ^ ft 

cos- -4- v ism-> cos- v ism-? 

n n n n 

STT / . STT 3rr / . 3i: 

cos h v l sin y cos i/ i sin , 

n n n n 



(n 2)71 / - . (n 2)71 (n 2)71 , - . (n 2 

cos i , L-^^i sin ^ - ', cos - - -- Ji sm- - - 

n n /in 

Le nombre total de ces valeurs reelles ou imaginaires est egal k n. 

Supposons, par exemple, n = 3. On trouvera qu'il existe trois 

\ . < 

leurs de Texpression (( i)) 3 , ou, ce qui revient au meme r ti 

valeurs de x propres a verifier Tequation 



et que ces valeurs, dont une est reelle, sont respectivement 



cos TT 



_ 

^ ft j 32 

/ -JSin-77=:- H -- \j \ , 

o 2 2 



. 

ft - m ft ! 32 - 

T? vJSin^^ ----- 1/ i. 
3 v 3 2 2 v 



Corollaire HI. n designant un nombre entier quelconqae, 
nombre des valeurs, soit reelles, soit imaginaires, de Texpress 

(( i)) w , ou, ce qui revient au meme, le nombre des valeurs di 
propres a verifier 1'equation o^= i, restera toujours egal a n. 
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PROBLEME V. Trouver les diverses valeurs reelles ou imdginaires de 
I,' expression 

m 

-0) T . 
Solution. Les nombresm etrc etant supposes premiers entre eux, 

m 

on aura, d'apres la definition meme de 1'expression (( j))% 

w r \j\ m 

<(-0)" = L((-0)'J ; 

\_ 

jmis, en remettant pour (( i))" sa valeur generale tiree de Tequa- 
tion (i3), on trouvera 

'2 w( 2/1-1-1)71 , / - . m(2/r-f-i)7i 

(16) ((_,)) = cos -i-^ - s/-ism a -I 

m 

Pour deduirc de cette derniere formule toutes les valeurs de (( i))"", 
il ne restc qu'a donner successivement a 2^-f-i toutes les valeurs 
cntiercs et impaircs comprises entre o et n. Soient 2^4-1, 2>t"-f- 1 
deux de ces valeurs supposees inegales. Je dis que les cosinus 



J)TT 
cos - 9 cos- 



seront necessairement difFerents Tun de Tautre. En effet, ces cosinus 
ne pourraicnt devenir egaux que dans le cas ou les arcs qui leur cor- 
respondent seraient lies entre eux p,ar une equation de la forme 



, . ._ 

m : 2 /i TT it: 



h designant un nombre entier. Or on tire de cette equation 



II faudrait done, puisque m est premier a n, que le n ombre entier 
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fut divisible par n, ce qu'on ne saurait admettre, attendu que, 
nombres 2>6'-M, 2#'-t-i etant inegaux, et chacun d'eux ne pouv; 
surpasser 7^, leur demi-somme, et, a plus forte raison, leur demi-dii 
rence, est necessairement inferieure a n. Ainsi deux valeurs differen 
de 2k -j- 1 comprises entre les limites o et n fournissent deux valei 
differentes de 

771 ( 2 k -4- l) 7T 

cos - - 
n 

On conclut aisement de cette remarque que les valeurs reelles ou ir 

m 

ginaires de 1'expression (( - 1))" donnees par 1'equation (16) sont 

i j. 

nombre de n, comme celles de ((i))* et de (( i)) /z . De plus, com 
on a evidemment 



m(2A--f- I)TT , . 

cos _J^ - L. : i__ ] sm 



(2# -h OTT!"' 

\ - L. 

'* J 



\\ en resulte que toute valeur de (( i)) rt est une expression reelle 
imaginaire dont la puissance n il>me equivaut a i: i, par conseque 

l l 

une valeur de ((i))" ou de (( i)) 11 . Cette remarque conduit a i'6q 

tion 

m j. 

(17) ((-0) T =((0)", 

toutes les fois que ( i) m = i, c'est-k-dire toutes les fois que m esl 
nombre pair, et a la suivante 

w 1 

(18) ((-o)- =((_,)), 

lorsque (- i) m = i t c'est~a-dire lorsque m est un nombre imp 
Ajoutons que Ton peut comprendre les equations (17) et (18) d 
une seule formule, en ecrivant 



(19) 
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PROBLEME VI. Trouver les diverses valeurs reelles on imaginaires de 
I' expression 

_ m 

((-Of"- 

Solution. On aura, d'apres la definition des puissances nega- 
tives, 



puis, en romettant pour (( i))* sa valeur generate tiree de 1'equa- 
tion (16), et ayant egard a la formule (9) du paragraphe precedent, 



. N 
(20) 



,, , - 
((0) cos 



/ ------ . 

y ism 



II suit de cette derniere equation que les diverses valeurs de (( i)) 

m 

sont les memes que celles de ((i)) n ; on aura en consequence 



(21) 

et 

(aa) 



si /?i est pair 



(( i))"" ; 'zn (( i))" si m est impair. 



A la place des deux formules qui precedent, on peut se contenter 
d'ecrire la suivante : 

(23) ((- I))" ^= (((-!))). 

Corollaire. Si Ton fait m = i, la formule (28) donnera 



(-4) 

En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer que les equa- 
tions (3), (6), (8), (r3), (16) et (20), a Faide desquelles on deter- 
mine les valeurs des expressions 

1 m rn 

((i))", ((Of, ((Of% 

t \ m in 

((-or, ((-0)% ((-of % 

OEuvres de C., S. H, t. III. 2 4 
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peuvent etre remplacees par deux formules. En effet, si Ton de 
par a une quantite positive ou negative dont la valeur numeriqui 
fractionnaire, la valeur de ((i)) a determinee par 1'equation (3) 
ou (8) sera evidemment 



(2,5) ((i))= cos2/ca7r: \j 

tandis que la valeur de (( i)) a determinee par Fequation (i3), 
ou (20) sera 

(26) (( i)) f '=:COS(-2&4- i)a7T:\/ i siri(2&4- i)an. 

Dans les deux formules precedentes, on peut prendre pour 
nombre entier quelconque. 

IV. Sur les racines des expressions imaginaires et sm 
leurs puissances fractionnaires et irrationnelles. 

Soil __ 

a 4- 6 ;/ .' 

une expression imaginaire quelconque. On pourra toujours tr 
(voir le II) une valeur positive de p et une infinite de valeurs r 
de propres a verifier Tequation 

V^ sin0). 



Cela pose, concevons que Ton designe par m et n deux nombr< 
tiers premiers entre eux. Si Ton fait usage des notations adc 
dans le I, les racines n iiime3 de 1'expression a H- 6^~" 1 ou ( 
revient au meme, ses puissances du degre i? seront les divers 

leurs de 

i 

^V 6 /=T = (( a H- 6 v/ 11 ^)) 7 '; 

et, de meme, les puissances fractionnaires de a 4- 6v/ x positi 1 
negatives, du degre ou ? seront les diverses valeurs de 



ou 
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En consequence, pour determiner ces ratines et ces puissances, il 
suffira de resoudre 1'un apres 1'autre les trois problemes suivants : 
PROBLEME I. Trouver les diverses valeurs de I' expression 



Solution. Soit 

x = r(cos -f- 

Tune do ces valeurs, r designantune quantite positive et t un arc reel. 

i 
On aura, d'apres la definition meme de Texpression ((a +- 6 v/^i))", 

(-0 x n = a -+ 6y/~ = p(cos9 -4- ^/^ sinfi), 

ou, ce qui revient au meme, 

r n (cos/i^ -+- v 7 i sin/**) = p(cos9 -+ v 7 -^" sin0). 
On tirera de cette derniere equation, a 1'aide du theoreme I, II, 



V 7 - i sin nt =^ cos0 4- ^ 7 ^T si a 



et, par suite, 



I 

I 
I 



k representant un nombre entier quelconque. Les quantites rett etant 
ainsi determinees, les diverses valeurs de x propres a verifier I'equa- 
tion (T) seront evidemment comprises dans la formule 



X ~~ p" ( COS - 

i / , 

==0" cos 



H- v 7 * sin 



^ 

sin - ) ( cos - : 
n n 



. 2/T7T\ 

sin - 
/ 



ou, ce qui revient au meme, dans la suivante : 



(3) 



_ 

a p" (cos - + 



f\\ J 

sin - J ((i ))". 
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i 

En d'autres ternres, 1'expression ((a~4-6\/ - 0)" aussi bien 
((i))% admettra n valeurs differentes determines par 1'equation 

1 1 / g - . 0\ ~ 

CorollaireL Supposons n = 2; on trouvo.ra qu'il exisle deux 
leurs de 1'expression 

ou, ce qui revient au meme, deux valeurs do x propres a v6ri 
1'equation 



~\-\l - i sin0), 

et que ces deux valeurs sont comprises dans la formule 

^ \f , ........... - . 0\ 

: p ( cos - -(-- y i sin ~ ) 

\ 2 f* / 

Corollaire IL Supposons encore n --- 3; on trouvcra qu'il ex 
trois valeurs de Texpression 

'((a + 6 /!))*, 

ou, ce qui revient au memo, trois valeurs de x propres a v6ri 
Tequation 

i/-- i :p(cos(? H- v^ ..... i sinfl), 



et que ces deux valeurs sont respectivement 



, . 

cos^ +V/--1 sin 7 7 

\ O C7/ 



. 



1 ( cos ~ -+- v/-~ i sin ~ ) ( cos ~ T ~ -4- ^ i" sin ) 

\ o 6J\6 ,1 / 

~ p 3 ( cos 5 h \/-~ i sin ~ 

\ o o 

1 / /Q /Q \ / 

p 3 ( cos 5 -h v/^T sin ^ ) ( cos t/"-"i sin ^r 
\ o o / V d 3 
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Corollaire III. Stipposons enfm n 4; on trouvera qu'il existe 
quatre valours do 1'expression 



ou, cc qui revient au meme, quatre valeurs de x propres a verifier 
liquation 

&'+=: a + 6y/i = p(cos0-t-v/^"i sinfl), 

ct quc ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules 



p 4 (cos 7 n-^/ i sin 7 

\ 4 4 



\ 4 



7 \ icos 7 



II. Trouver les diverses valeurs de r expression 



Solution. Les nombrcsTn et ?z etant supposes premiers entrc eux, 

m 

on aura, d'apres la definition meme de 1'expression ((a -4- &\j i))", 
(( a + 6^1))^= [(( + ev^-i) 



puis, en remettant pour ((a -4- 6 \j -i))" sa valeur generale tiree de 
1'equation (4), on trouvera 



/ 

Corollaire L Si dans Tequation (5) on remet pour ((i)) rt sa va- 
lour tiree dc la formule (6) ( III), on obtiendra la suivante : 



(6) 



. 
, sm 



HI. Trouver les diverses valeurs de I' expression 
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Solution. On aura, d'apres la definition meme des puissances 
gatives, 



puis, en remettant pour ((a + 5\/ 0)" sa valeur tiree de Feq 
tion (6), et ayant egard a la formula (17) du II, on trouvera 



-'-fr m(0:2A-7r) , - . m(0 : 2for)n 
= p *\ cos - ^ v/ i sin - --- '- 
L ^ n \ 



--/ A?i0 / - .. m B\ ( m.zn: / - . m. 
r= p cos -- w J sin cos - rp u i sin 
r \ w v ^ / \ v 

ou, en d'autres termes, 



m m 



Corollaire L Si Ton fait m = i, Tequation (7) donnera 



(8) ((a4-6v/^))~ 7 '^p~ 



Apres avoir fixe, comme on vient de le faire, les diverses val< 
des quatre expressions 



on reconnaitra sans peine que les equations (4), (5), (8) et (7 
1'aide desquelles on determine ces valeurs, peuvent etre rempla^ 
par une seule formule. Si Ton represente par a une quantite posi 
ou negative dont la valeur numerique soit fractionnaire, la forn 
dont il s'agit sera 

(9) ((a4-6^^)) a = p 
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Dans les calculs qui precedent, p designe toujours le module de 
1' expression imaginaire a + 6\f^~i, c'est-a-dire la quantite positive 
v'or-i-6 2 , et Tun quelconque des arcs propres a verifier 1'equa- 
tion (i) on, ce qui revient au meme, les equations (4) du II, savoir 



(10) 



En divisant ces deux dernieres Tune par 1'autre, on en conclura 

6 




Par suite, si Ton nomme le plus petit arc, abstraction faite du signe, 

g 
qui ait pour tangente -, ou, en d'autres termes, si Ton fait 



(12) 

on trouvera 



arc tang -3 
a 



tangC. 



Cela pose, il deviendra facile d'introduire au lieu de Fare 6, dans les 
diverses formules rapportees plus haut, Tare '(, dont la valeur est com- 
pletemerit determinee. On y parviendra, en effet, par les considera- 
tions suivantes. 

Les arcs et *( ayant la meme tangente, auront aussi, abstraction 
faite du signe, le meme sinus et le meme cosinus ; et, comme d'aiileurs 
1'equation (i3) peut se meltre sous la forme 

sini9 



il est clair que, pour y satisfaire, on devra poser en meme temps ou 
04) cos^^cos?, 

ou bien 

~ cos, 
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De plus, la valeur de cosO determinee par la premiere des eqi 
tions (10) etant evidemment de meme signc quo a, landis que 1'an 
coinpris entre les limites -, -i- - a toujours un cosinus positif, 
en resulte que, des equations (14) et (i5), les deux premieres su 
sisteront, si a est positif, et les deux dernieres, si a est negatif. Voyo 
maintenant a quoi se reduisent, dans cos deux hypotheses, les ft 
mules (i) et (9). 

Si d'abord on suppose a positif, les equations (ro) pourront 61 
remplacees par les equations (i4) et Ton deduira de colles-ci u. 
infinite de vstleurs de 6, parmi lesquelles on doit reruarquer la si 
vante : 

(16) ' fl = C. 

Lorsqu'on fait usage de eette valeur, les formules (r) e( (9) dovienne 
respectivement 

(17) a -h 6 v/^'T' p ( cos ? H- v 7 i" sin f ), 

(18) ((a + 6/^ rt = 



Si Ton suppose en second lieu a negatif, les cqualions (ro) poll 
ront etre remplacees par les equations (i5), desquellos on dckluir 
entre autres valeurs de 0, 

(19) ^ ^=z?4-7l. 

Par suite, on pourra, dans cette hypothese, aux fonnules (T) ot ({ 
substituer celles qui suivent : 



(20) + ^V 7 - "i = - P(COS?H- v 

(21) 



Si 1'on fait en particulier a -+- 5 



a = 
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6 = o, on trouvera 



are tang mo, 



et la formule (21) deviendra 

( 22 ) (( 0)"= (eos#7T 4- v/HT sinaTr) ((i))*. 

II (MI resulte qu'on aura generalement dans 1'hypothese admise 

(28) ((a-h 



Bn reunissant aux formules (17), (18), (20) et (a3) les equations (26) 
et (26) du III, on obtiendra definitivemcnt les conclusions suivantes. 
Soicnt aH-Sy/-! une expression imaginaire quelconque, a une 
quantite positive ou negative dont la valeur numerique soit fraction- 
naire, et k un nbmbro cntier choisi arbitrairement. Si Ton fait, do 
plus, 



on aura, pour des valeurs positives de a, 

a -h Sy/ i p(cosC 4- V^~ J sin?), 



y/~- I SH12 A'fltTT, 

et, pour des valeurs negatives de a, 



(26) 



On doit ajouter que, si Ton designe par /i le denominateur de la frac- 
tion la plus simple qui represente la valeur numerique de a, n sera 
precisement le nombre des valeurs distinctes de chacune des expres- 
sions 



((a 

(( i)) a rr cos (a/c -HI air) : \f^\ sin (2^-1- 



et que, pour deduire ces memes valeurs des formules (25) et (26), il 

OfiuercsdeC. S. II, t. III. 25 
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suffira d'y substituer successivement, au lieu de zk et de ik -f- 1, tc 
les nombres entiers qui ne sortent pas des limites o et n. 
Si la valeur numerique de a devenait irrationnelle, chacune c 

expressions reduites 

cos 2 /taint \/ r i sin2/c<77T, 

cos(2/i--hrW): v/ T sm(aA:-t- i an), 

aurait un nombre indefini de valeurs correspondantes aux diven 
valeurs entieres de k; et, par suite, on ne pourrait plus admettre dc 
le calcul les notations 

(('))"> ((-Or, ((aH-SS^))*, 

a moins de considerer chacune d'cllcs commc propre H ropresen 
une infinite depressions imaginaires distinctes les. unes des autr 
Pour eviter cet inconvenient, nous n'emploierons jamais les notatic 
dont il s'agit que dans le cas ou la valour numerique de a sera fr 
tionnaire. 

Parmi les diverses valeurs de ((f)) a , il en est une toujours reelle 
positive, savoir, -HI, que Ton indique par la notation (t) a ou i a , 
faisant usage de parentheses simples, ou me me les supprimant cnt 
rement. Si Ton substitue cette valeur particuliere de ((r)) a d^ms 
seconde des equations (a5), on obtiendra une valeur corrosp( 
dante de 

que Tanalogie nous porte a indiquer, a 1'aide de parentheses simpl 
par la notation 

C'estce que nous ferons desormais. Par suite, on aura, en supposs 
a positif, et les quantites p, ^ determinees par les equations (a4) 

(27) (a -t- 6 v/ =r i) a = p a (cosa? H- v/^T sina?)- 

Cette derniere equation ayant lieu toutes les fois que la valeur nun 
rique de a est entiere ou fractionnaire, Tanalogie nous conduit enc< 
a la considerer comme vraie dans le cas oil cette valeur numeric] 
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clevient irrationnelle* En consequence, nous conviendrons de desi- 
gner par 



le produit p*(cosd -h v/^* i sina), dans le cas ou a sera positif, quelle 
que soil la valeur reelle attribute a la quantite a. En d'autres termes, 
si Ton designe par un arc compris entre les limites -> -f- -> on 
aura, quel que soil a, 



Si dans 1'equation precedente on fait p = i, elle deviendra 

(28) (cos 4- v/ i sin?) rt cosa? -+- \f^l sina. 

Cotte derniere forrnule est entierement semblable aux equations (10) 
et(i4) du II, avec cette seule difference qu'elle subsiste uniquement 
pour des valeurs de '( comprises entre les limites -> -f- -? tandis 

2 2 

que les equations dont il s'agit s'etendent a des valeurs quelconques 
dc 0. 

Lorsque la quantite a devient negative, on ne voit plus, rneme en 
supposant fractionnaire la valeur nurnerique de a, quelle est celle des 
valeurs de Texpression ((a 4- 6^ i))* que Ton pourrait distinguer 
des autres et designer par la notation 



Mais alors, a etant une quantite positive, il est facile d'etablir, pour 
des valeurs quelconques de a, la formule 

(29) ( a \/ i) a rr p a (cosa?-t- y/ i sin<2?), 

Nous tetminerons ce paragraphe en faisant observer que, dans le cas 
oil la valeur numerique de a devient fractionnaire, les formules (27) 
et (29) reduisent les equations (18) et (28) a celles qui suivent 

(30) (( 

(3,) (( a 
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1'equation (3o) ayant lieu seulement pour des valeurs positives de b 
quantite a, et 1'equation (3i) pour des valeurs negatives de la mem 
quantite. 

V. Applications des principes etablis dans les paragraphes precedents 

Nous allons appliquer les principes etablis dans les precedents pa- 
ragraphes a la resolution de trois problemes sur les sinus et cosinus 

PROBLEMS I. Transformer sin/ns et cosms (m designant un nombn 
entier quelconque) en un polynome ordonne Suivant les puissances ascen 
dantes et entieres de sins, ou du moins en un produit forme par la mulli 
plication d'un semblable polynome et de 



Solution. Lorsque dans les equations (12) du II on remplace le: 
puissances paires de coss par des puissances entieres de i stn 2 s 
ces equations deviennent, pour des valeurs paires de //?, 



I . 2 






T~ in 2 

slnw~ ~~cos- (i sin 2 '-)" 1 " '- 

(i sin 2 ) * sin 3 5-f-...j, 



1.2.3 

et, pour des valeurs impaires de m, 



IZ zz COS^ ( 



cosms = co SJ Id- sin'j) 2 ^- m(wt ~ (i - i 

1.2 

, A?I ( m i ) ( m 2 ) ( m 3 ) 
" TTTO ~~ 



-- 

sinms = (i -sin^J - 



m(m i) (m 2) 



(0 
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Si 1'on developpc les seconds membres des quatre formulas prece- 
dentes, cm du moins les coefficients de coss dans ces seconds mem- 
bi-es, en polynomes ordonnes suivant les puissances ascendantes et 
entiores de sins, on trouvera, pour des valeurs paires de m, 



I m . 
si n m z =. cos z j si n ; 



2.4 
in ( in 2 ) / ;/i 



-M 3 

2 2 



3. 

2 



:j] 



e(, pour les valeurs impaircs de 



COSW3 = 



2 2 



( m _ ,)( w _3) 



. 
sin ws :- sins 

I 



J "i.r L a* 

2 3\ . 



2) m3 3.1 

, -i 1 

4 2 2 2./ 



m(m t) . , 

v 5 i ~ ---- h - sin 3 

1.3 V 2 2 



1.3.5 



2.4 



4) m 25 5.3 

j 



2 2 2 



.31 

.4J 



Les equations (i) et (2) comprennent evidemment la solution de la 
question proposee. II ne reste plus qu'a les presenter sous la forme la 
plus simple. Pour y parvenir, il suffira d'observer que le coefficient de 
chaque puissance entiere de sins renferme generalement une somme 
do fractions a laquelle 1'equation (5) du Chapitre IV ( III) permet de 
substituer une fraction unique. Par suite de cette reduction, les deve- 
loppements de cosms et de sin mz deviendront, pour des valeurs paires 
dew, 



(3) 



m.m . j ( m -H 2 ) m . m ( m 2 ) . 4 

.1.2 ^ 1,2.3.4 

( m -h 4) ( m + 2 ) m . m ( m 2 ) ( m 4 ) ( 
_ _____ . . s 



} ^ 
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(4) 



f 
4j = cos>s 



sins 



_ 



sm 



(m + 4) (m -+- 2) m(m 2 ) (m 4) . ^ 

- .. . . .- ._. Vj I Q ^ 



et, pour des valeurs impaires dc m, 

f (m + i)(m i) . 
iz coss i ~ /.?. 



COSM 



(5) I 



(6) 



I .2 



-j-i)(m i) (/^ 3) . ^ 1 

___ . _ Sill .C . . . I , 

4 J 



. 
smms = sins 

I 



m(m 



-sin 8 



(T?Z 4- 3) (m -4- i)m(m i) (/?/ 3) . 
f>2>3 ^ 5 sir 



CorollaireL Si dans Tequation (3) on fait successivcniont 



2, 



on obtiendra les suivantes : 



Corollairell. Si dans 1'equation (6) on fait successivement 



m 5, 



on en tirera 

(8) 



sin 5n= sins, 



in54r =r 5 sin^ 20 sin 3 ^ + 16 sin 5 ^, 



- Transformer sinms et cosms (m designant, an nombre 
entier quekonque) en unpofyndme ordonne suwant les puissances 



ascen- 
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dantes el entieres de coss, on da moins en un produit forme par la mul- 
tiplication d'un semblable polynome et de sins. 

Solution. Pour obtenir les formules qui resolvent la question pro- 
posee, il suffit de remplacer, dans les equations (3), (4), (5) et (6), 
z par -- 5, et d'observer en outra qu'ort a, pour des valeurs paires 

de m, 

/ \ in 

m ^ xT 

)2 COS/MS, 



COS I -- niz \ 



l w^j ( 



et, pour des valeurs impaircs de m, 



cos 



sin 



__ m - ) rr ( T) 2 sin m5, 



s } ( i) 2 cosms. 



(9) 



(.0) 



On trouvera de cette maniere, si m est un nornbre pair, 

(m -}-4)(w-h2)m.m( 



N ^-M . . Pm 

.1)" sm/-~sm-5 coss 

LI- 



(ii) 



(12) 



(- 



et, si m est un nombre impair, 

, rr 1 - - f ( 

( i) 2 sin man: sin 5 i - 

L 



-2)m.m(w 2)(m 4) 
1.2.3.4.5.6 

-4-i}m(m 2) ^ 3 ^ 
1.2.3 COS " 



6 ^ 

OOS *~r~ . . j 



.2.3.4.5 



COS 



1 

. . . J, 



1.2.3 

(m-+-3)(7n + i)m(/n~-i)(m-~3) 
1.2.3.4.5 



5 

COS 5 . 
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Corollaire I: Si dans la formule (9) on fait successivement 



on obtiendra les suivantes 



COS2S! 



cos6~ ~ i 18 cos 2 ^ -4- 48 cos 4 s 32 cos 6 s, 



Corollaire II. Si dans 1'equation (12) on fait successivement 

m =: i , m 3, m =n 5, . . . > 
on en conclura 

COS Sin COSS, 

cos 3 s = 3 cos s 4 cos 3 s, 

cos55 = 5 coss 20 cos 3 s -h 16 cos 5 s, 



PROBLEME III. Exprimer les puissances entieres de sins et de cos^ en 
fonction lineaire des sinus et cosinus des arcs s, zz, 3s, ---- 

Solution. On resout facilement ce probleme, en ayant egard aux 
proprietes des deux expressions imaginaires^conjuguees 

coss-i-\/ i*sin^, cosxj y 7 i sins. 
Si Ton designe la premiere par u 9 et la seconde par ?, on aura 

2 coss = u H- c, 2 \J i sins = u r. 

En elevant les deux membres de chacune des equations precedentes 
a la puissance entiere du degre m, les divisant ensuite par 2 ou par 
2^ i, puis effectuant les reductions indiquees par les formules 



UV =: I , 



~ sin n z, 



dont les deux dernieres subsistent pour des valeurs e'ntieres quel- 



PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE VII. 
conques de n, on trouvera, si m represente un nombre pair, 






I .2 

m(m 



(16) 



( i) 2 2 /n ~ 1 sin'"sz= 



m 
i 



i .2 



m f \ 

cos( m 2.z) 

; (^n^. s )_... 



et, si m represente un nombre impair, 



('7) 



cos(m 2. 



~H 



1 .2 



( m i ) . . . 



m-i-3 



1.2.3... 



m i 



-COS.S, 



(18) 



m . f 

sm(^m 2.- 



m(m i) . / 7 \ 

sm(m 4^J 



I .2 



1.2.3. ..- 
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Corollaire L Si dans la formule (i5) on fait successivement 



m = 2, m i= 4, 

ORuvre.s de C. S. II, t. III. 



26 
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on en conclura 
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2 COS 2 5 =. COS 2 Z ~\~ I, 

4- 4 COS 25 4-3, 



i 



15 



- 10, 



On arriverait aux memes equations, si Ton cherchait a deduire des for- 
mules (i3) les valeurs successives de 

COS 2 , ' COS 4 ^, COS -, . . . 

en fonctions lineaires de 

COS2S, COS/|^, COSG^J, .... 

Corollairell. Si dans la formule (16) on fait successivcment 

m = 2, m = 4, m = 6, 

on obtiendra les equations 



(20) 



2 sin 2 s = cos 2 ,3 r, 

8 sin* = cos4s 4 cos a 5 ~h 3, 

32 sin 6 ^ = eosGs 6 cos4^ -+ t5 cos %z to, 



que Ton pourrait egalement deduire des formulas (7), par relimina- 
tion des quantites 



2 ^, sin 4 4?, sin 6 5, 



CorollaireW. - Si dans la formule (17) on fait successivement 



on en conclura 



COS Z i= 



16 cos 5 ^ = 



5 cos3,- + I0 
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On arriverait aux mernes equations, si Ton cherchait a deduire des 
formulas (14) les valeurs successives de 

COS, COS 3 J5, COS 5 3, 

en fonctions lineaires de 

coss, cosSs, cos5s, .... 
Corollaire. IV. Si dans la formule (18) on fait successivement 

on obtiendra les equations 

sins =. sins, 

- 4 sin 3 ^ = sin3-s 3 sin-, 
1 6 sin 8 s sin 5 z 5 sin 3s + rosins, 



quo Ton pourrait egalement deduire des formules (8) par 1'elimina- 
tion des quantites 



sin s 
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CH1PITRE VIII. 

DBS VARIABLES ET FES FONCTIONS IMAGINAIRES. 



I. Considerations generates sur les variables el les fonctions 



magjiares. 



lorsqu'on suppose .variables les deux quantites reelles u, p, ou 
moins Tune d'entre elles, 1'expression 



est ce qu'on appelle une variable imaginaire. Si, do plus, la variabl 
converge vers la limite U et la variable 9 vers la limite V, 

u 4- v v/ r: T 
sera la limite vers laquelle converge 1'expression imaginaire 



Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonct 
donnee, apres avoir ete considerees comme reelles, sonl; ensuite s: 
posees imaginaires, la notation a 1'aide de laquelle on exprimail 
fonction dont il s'agit ne peut etre conservee dans Ic calcul qu 
vertu de conventions nouvelles propres a fixer le sens de cctte nc 
tion dans la derniere hypothese. Ainsi, par exemple, en vertu 
conventions etablies dans le Chapitre precedent, les valeurs des nc 
tions 



a H- x, a x, ax, 



se trouvent completement determinees dans le cas oil la constante 



c 
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la variable x deviennent imaginaires. Sapposons, pour fixer les idees, 
que, la constante a restant reelle, la variable x regoive la valeur ima- 
ginaire 



a, 6 exprimant deux quantites reelles qui peuvent etre remplacees par 
le module p et Tare reel 0. On conclura du Chapitre VII ( I et II) que 
les quatre notations 



a -+ X, a x, ax, 



designent respectivement les quatre expressions imaginaires 



a-\~ p cos H- psinfl\- j, 
a pcos0 p sin 0v/ ', 
p cos 0-4- apsin(3\/ i, 

a _ a . . i - 
-cosy -- smai/- 1, 

P P 

ou, en d'autres termes, les suivantes : 

a -f- a -i- 6 \/^T , 'a a 6y/ i , aa 

a a a 6 / ...... 

^V r ' 



En general, on tixera sans difficult^, par le moyen des principes ctablis 
dans le Chapitre VII, les valeurs des expressions algebriques dans les- 
quelles plusieurs variables ou constantes imaginaires seraient liees 
e-ntre elles par les signes de Taddition, de la soustraction, de la mul- 
tiplication ou de la division; et Ton reconnaitra sans peine que ces 
expressions conservent toutes les proprietes dont elles jouiraient si 
les variables et constantes qui s'y trouvent comprises etaient reelles. 
Par exemple, si Ton designe par 

x, y, s, . . . , w, c, w, ... 

plusieurs variables soil reelles, soit imaginaires, on aura, dans tous 
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les cas possibles, 
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(0 



x H- y -h z 4- 
a? 4- / -4- 5 '-+- 



..-( + <> + ' + ...: 

// - _- {) (Y' 

u v w . . . , 

) =n LL X 4- LI y 4- LI Z 4- 1 . 



4-/4-^-l-. 



x 

_ 

U 



y 

*l ... 

9 



X 

u 

9 



z 
<v 

vx _ 
u 



UVW . . . 



Considerons maintenant la notation 



dans le cas ou, la constants a restant reelle, la variable x obtient la 
valeur imaginaire 



Si Ton prend pour a une quantite dont la valeur numerique soit un 
nombre entier m, cette meme notation, savoir 



aura, pour des valeurs reelles quelconques de a et de 6, une significa- 
tion precise. Elle representera 1'expression imaginaire 

p m cos m -h p m sin m 6 \J i , 
si a = -f- m, et la suivante 

p-;n cog m Q p-m gj n m Q ^ r ^ 

si a = m [(voirlz Ghapitre VII, II, equations (18) et (19)]. Mais, 
toutes les fois que la constante a recevra une valeur numerique frac- 
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tionnaire ou irrationnelle, la notation 



x a 



n'aura plus de valeur precise et determinee, a moins que la partie 
reelle a de 1'expression imaginaire x ne soit positive. Si dans ce cas 
particulier on fait 



= arc tang-, 

a 



Fare restera compris entre les limites -, -+- -; et, en ecrivant x 

au lieu de a -f- 6\/ i dans le IV du Chapitre VII [(equations (17) et 
(27)], on trouvera 

x ~~p(cosC-4- v / -i sin), 

sina?), 



en sorte que la notation x a designera 1'expression imaginaire 

f* a 



II suit encore des conventions et des principes ci-dessus etablis 
(Chap. VII, III et IV), que, pour une valeur numerique fraction- 



naire de la constante a, la notation 



represente a la fois plusieurs expressions imaginaires, dont les valours 
sont donnees par les deux formules 



lorsque la partie reelle a de 1'expression imaginaire x est positive, et 
par les deux suivantes 



(( i))=cos(2-4-i) fl57r:: V/ l sin (2 A-' -f- i)^7r, 

lorsque la quantite a devient negative [(voir, a ce sujet, dans le IV clu 
Chapitre VII, les equations (25) et (26)]. La meme notation ne pent 
plus etre employee dans le cas ou la valeur numerique de a devient 
irrationnelle. 
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Les expressions de la forme 

conservent les memes proprietes pour des valeurs reelles et pour 
valeurs imaginaires de la variable, tant que 1'exposant a pour 
numerique un nombre entier; mais ces proprietes ne subsistentp 
que sous certaines conditions dans le cas contraire. Soient, | 
exemple, 



plusieurs expressions imaginaires, qui se reduiront a des quanti 
reelles si 6, 6 W , 6"s'evanouissent. Designons, en outre, par a, b, c, 
des quantites reelles quelconques, dont les valeurs numeriqucs soic 
fractionnaires au irrationnelles, et par m, m', m!', . . . plusieurs no 
bres entiers. On aura constamment, en vertu des principes etab 
dans le Chapitre VII, 



(a) 



"~ m X~ m ' X~ m " z: m ~~ m ' tn " ~~ ' " 



chacun des nombres m, rri, m\ 
clans les deux membres; 



devant etre affecte du merne sig 



(3) 



(4) 



x 



. (xyz. . .}~ m , 



On trouvera, au contraire, que des trois formules 



(5) 



x a x b x c . . .=. 



la premiere subsiste uniquement toutes les fois que la partie r6ellc 
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de 1'expression imagiriaire x est positive; la seconde, toutes les fois 
que, a, a', a", . . . etant positifs, la somme 

6 6' g" 

ar c tang - + arc lang + arc lang -+- . . . 

reste comprise entre les limites _ * -|_ !E ; e t la derniere, toutes les 

2 2 

fois que, a etant positif, le produit 



a arc tang - 





ost compris entre ces memes limites. 

Les conventions faites dans le Chapitre VII ne suffisent pas encore 
pour fixer cl'une maniere precise le sens des notations 

A. x , La?, sina?, cos,#, arcsina?, arccosa?, 

dans le cas ou la variable x devient imaginaire. Le moyen le plus 
simple d'y parvcnir etant la consideration des series imaginaires, nous 
rcnvoyons ce sujet au Chapitre IX. 

D'apres ce qui a ete dit ci-dessus, toute notation algebrique qui 
rcnfermerait, avec les variables x, y, x 9 ... supposees reelles, des 
constantes imaginaires, ne peut etre employee dans le calcul que dans 
le cas ou, en vertu des conventions etablies, elle aurait pour valeur 
une certaine expression imaginaire. Une semblable expression, dans 
laquclle la partie reelle et le coefficient de \/ r sont necessairement 
des fonctions reelles des variables x, y, z, ..., est ce qu'on appelle 
une fonction imaginaire de ces memes variables. Ainsi, par exemple, 
si Ton dcsigne par 9(0?) et^C^) deux fonctions reelles de x 9 une fonc- 
tion imaginaire de cette variable sera 



Quelquefois nous indiquerons une semblable fonction a Taidc d'une 
seule caracteristique CT, et nous ecrirons, en consequence, 

w (^) = 9(^)-f-x(^)v /=r7 * 

QEwres de C. S. II, t. III. ^ 
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Pareillement, si Ton designe par 9(^,7, s, ...) 
fonctions reelles des variables x, y, s, . . ., 



sera une fonction irnaginaire de ces diverses variables. 
La fonction imaginaire 



prend le nom de fonction, algebrique, ou exponenlielle, ou logarith- 
mique, ou circulaire, etc., et, dans le premier cas, le nom de fonction 
rationnelle ou irrationnelle, entiere ou y "radio nnaire, etc., toutes les fois 
que les fonctions reelles <p(x 9 y, z, . . .), ^(oc,y, z, . . .) jouissent 1'une 
et Fautre des proprietes que suppose le nom dont il s'agit. x4insi, en 
particulier, la forme generale d r une fonction imaginaire et lineairc : 
des variables x, y, z, ... sera 

(a+ bao H-c/4- dz + .'. .) 4- (a' -- b f x -H c r / 4- fl^ H-; . .) y/- i 

ou, ce qui revient au rneme, 

( -h a' v/^) H- (^ H- b 1 v^ 11 ^)^ +- (c 4- c 1 V/^)/ -4~ (rf 4- d' v/^)- + - - ., 



a, b, c, d, . . ., a', 6', c', rf 7 , ... designant des constantes reelles. 

On doit distinguer encore parmi les fonctions imaginaires, comm< 
parmi les fonctions reelles, celles qu'on nomme explicites, et qui son 
immediatement exprimees au moyen des variables, de celles qu'oi 
nsmms implicates , etdont les valeurs determinees par certaines equa 
tions ne peuvent etre explicitement connues qu'aprfes la resolutioi 
des equations dont il s'agit. Soit 



ou 



une fonction imaginaire implicite determinee par une seule equation 
On pourra representer cette fonction par u + v^~-t 9 u,v designan 
deux quantites reelles; et, si dans 1'equation imaginaire qu'elle doi 
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verifier, on ecrit, au lieu de nr(o?) ou de GF(.O?, y, s 9 * . .), 

U-+- V \J I , 

apres avoir developpe les deux membres, puis egale de part et d'autre 
les parties reelles et les coefficients de \j i , on obtiendra deux equa- 
tions reelles entre les fonctions inconnues u et 9. La resolution de ces 
dernieres equations, lorsqu'elle pourra s'effectuer, fera connaitre les 
valeurs explicites de u et de p, et, par suite, la valeur explicite de 
I' expression imaginairc 



Pour qu'une fonction imaginaire d'une seule variable soit complete- 
ment determinee, il est necessaire et il suffit que de chaque valeur par- 
ticuliere attribuee a la variable on puisse deduire la valeur correspon- 
dante de la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, 
la fonction donnee en obtient plusieurs differentes les unes des autres. 
Conformement aux conventions precedemment admises, nous designe- 
rons ordinairement ces valeurs multiples d'une fonction imaginaire 
par des notations dans lesquelles nous ferons usage de doubles traits 
ou de doubles parentheses. Ainsi, par exemple, 



wcos.3 H-v 
ou 



indiquera Tune quelconque des racines du degre n de Texpression 
imaginaire 



coss +- v 



II. Sur les expressions imaginaires infiniment vetites 
et sar la continuUe des fonctions imaginaires. 

line expression imaginaire est appelee infiniment petite, lorsqu'elle 
converge vers la limite zero, ce qui suppose que, dans Texpression 
donnee, la partie reelle et le coefficient de y/ ~i convergent en meme 
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temps vers cette' limite. Cela pose, representons par 

yCT7 = p(cos# 4-v/ J sin 9) 



une expression imaginaire variable, a, 6 designant deux quantites 
reelles auxquelles on peut substituer le module p et Tare reel 0. Pour 
que cette expression soit infmiment petite, il sera evidemment neces- 
saire et suffisant que son module 



soit lui-meme infmiment petit. 

Une fonction imaginaire de la variable x supposee reelle est appelee 
continue entre deux limites donnees dc cette variable lorsque, entre 
ces limites, un accroissement infmiment petit de la variable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction 
II en resulte que la fonction imaginaire 



sera continue entre deux limites de x si les fonctions reelles 9(3?) et 
XX^O res ^nt continues entre ces limites. 

On dit qu'une fonction imaginaire de la variable x est, clans le voi- 
sinage d'une valeur particuliere de x, fonction continue de cette 
variable toutes les fois qu'elle reste continue entre deux limites mfeme 
tres rapprochees qui renferment la valeur dont il s'agit. 

Enfin, lorsqu'une fonction imaginaire de la variable x cesse d'etre 
continue dans le voisinage d'une valeur particuliere de cette variable, 
on dit qu'elle devient alors discontinue, et qu'il y a pour cette valeur 
particuliere solution de continuite. 

En partant des notions qu'on vient d'etablir relativement a la con- 
tinuite des fonctions imaginaires, on reconnaitra facilement que les 
theoremes I, II et III du Chapitre II ( II) subsistent dans le cas meme 
oil Ton remplace les fonctions reelles 

f(x) et f(x,y,s, ...) 
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par des fonctions imaginaires 

9O)H-X(^)v / -- 1 et 9 (a?, 7, 5, . . .) -+-%(>,/, s, ...)\/^i< 
On peut, en consequence, enoncer les propositions suivantes : 

THEOR&VIE I. Si les variables reelles x, y, z, ... ont pour limites les 
quantizes fixes et determines X, Y, Z, ..., et que la fo notion imagi- 
naire 

9 (a?, 7, 5, ...)+ xO,y, 3, ...)\T^1. 

soil continue par rapport a chacune des variables x, y, z, ... dans le voi- 
sinage da systeme des valeurs particulieres 

-- v v Y ~ _ 7 

<*s -- ^V, j - I , ^j - JLj ' y 

cp(a7,y, 5, . . .) -4-x(# y,s, . . .) \J i aura pour limite 

9(X,Y,Z, ...) 
ow, ^e I' on fait, pour abrdger, 



73(07,7, 5, . . .) aura pour limite 



feME II. Designons par x, y, z, . . . plusieurs fonctions reelles 
de la variable , qui soient continues par rapport a cette variable dans le 
voisinage de la valeur reelle t = T. Soient de plus X, Y, Z, . . . fc^ valeurs 
particulieres de x, y, s, . . . correspondantes a t = T 9 et supposons 
dans le voisinage de ces valeurs particulieres, lafonction imaginaire 



i? en mme temps continue par rapport a X, par rapport a y, par rap- 
port a s, etc. ; tx(x,y, z, . . .), consideree comme unefonction imaginaire 
de t, sera encore continue par rapport a t, dans le voisinage de la valeur 
parliculiere t = T. 

Si, dans le theoreme precedent, on reduit les variables x, y, s, . . , 
a une seule, on obtiendra Tenonce suivant : 
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THEOREMS III. Sapposons que dans I 'expression 



la variable x soil fonction reelle d'une autre variable I. Concerns de 
plus que la variable x soil fonction continue de t dans le voisinage de la 
valeur particuliere t T, et BJ(O?) fonction continue de x dans le voisi- 
nage de la valeur particuliere x = X, correspondante a t = T. U expres- 
sion imaginaire tar (a?), consideree comme line fonction de I, sera encore 
continue par rapport a cette variable dans le voisinage de la valeur par- 
ticuliere t = T. 

III. Des fonctions imaginaires symetriques, 
alternees ou homogenes. 

En etendant aux fonctions imaginaires les definitions que nous 
avons donnees (Chapitre III) des fonctions symetriques, ou alter- 
nees, ou homogenes de plusieurs variables x, y, s, ..., on recon- 
nait immediatement que 



est une fonction symetrique, ou alterneo, ou homogene du degr6 a 
par rapport aux variables x>y, s, . . . , lorsque les fonctions reelles 



sont Tune et 1'autre symetriques, ou alternees, ou homogenes clu 
degre a par rapport a ces memes variables. 

IV. Sur les fonctions imaginaires et entieres 
dune ou de plusieurs variables. 

En vertu de ce qui a ete dit ci-dessus ( I), 



et 
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sont deux fonctions imaginaires et entieres, Tune de la variable x, 
rautre des variables x, y, s, . . . , lorsque 



et 



sent des fonctions reelles et entieres de ces memes yariables. Par 
suite, si cr (a?) represente une fonction imaginaire et entiere de la 
variable a?, la valeur de w(aj) sera determinee par une equation de 
la forme 



#1 x 



j 
I 



a , a,, a 2 , ..., 6 , />,, /^ 2 , ... designant des constantes reelles. On 
conclura de cette equation, en reunissant les coefficients des puis- 
sances semblables de x, 



(i) 







Pour que la fonction w(a?), determinee par la formule precedente, 
s'evanouisso avec x, il faut que Ton ait 



c'est-a-dire a = o et /> = o, auquel cas la valeur de u(a?) se reduit a 



+--] 

Ainsi, toute fonction imaginaire et entiere de la variables, lorsqu'elle 
s'evanouit avec cette variable, est le produit du facteur x par une 
sccondc fonction de la meme espece ou, en d'autres termes, est divi- 
sible par x. En partant de cette remarque, on etendra facilement les 
tlieorernes I et II du Chapitre IV ( I) au cas oil les fonctions entieres 
qui s'y trouvent nientionnees sont en meme temps imaginaires. J'ajoute 
que ces deux tMorernes subsisteront encore si Ton y remplace les 
valeurs particulieres et reelles attributes a la variable a?, telles que 
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par des variables imaginaires 



Pour demontrer cette assertion, il suffit d'etablir Jes deux proposi- 
tions suivantes : 

THEOREME I. Si une fonction imaginaire et entiere de la variable x 
sevanouit pour une valeur particuliere de cette variable, par 
pour 



cette fonction sera divisible algebriquement par 

a a 6 v/ i 
Demonstration. En effet, soil 



la fonction imaginaire dont il s'agit. Si Ton y fait 



x =. 



5 designant une nouvelle variable, on obtiendra evidemment pout 
resultat de la substitution une fonction imaginaire et enti&re de s t 
savoir 



et, comme cette fonction de z devra s'evanouir pour z = o, on en con- 
clura que 

w(a?) = 

est divisible par 



Corollaire L La proposition precedente subsiste dans le cas memc 
oil la fonction %(x) s'evanouit, c'est-a-dire dans le cas ou cr.(?) s< 
reduit a une fonction reelle 9 (a?). 

Corollaire IL Le theoreme precedent subsiste encore lorsqu'or 
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suppose 6= o, et par consequent lorsque la valeur particuliere attri- 
buee a la variable x est reelle. 

THEOREMS II. Si une fonction imaginaire et entidre de la variable x 
s evanouit pour chacune des valeurs particulieres de x comprises dans la 
suite 



7i designant un nombre entier quelconque, ceUe fonction sera equivalente 
au produit des facteurs 



? nouvette fonction imaginaire et entidre de la variable x. 
Demonstration. So it 



la fonction proposee. Comme elle doit s'evanouir pour 



elle sera, en vertu du theoreme I, algebriquement divisible par 



oc a 



et Ton aura, en consequence, 

(2) w(x) = (x <* S v/ i) Q 0> 

Qo designant une nouvelle fonction imaginaire et entiere de la va- 
riable x. La fonction rs(x) devant s'evanouir encore lorsqu'on sup- 
pose 



cette supposition reduira necessairement a zero le second membre de 
Tequation (2), et, par consequent, 1'un des deux facteurs qui le com- 
posent (voir le Chapitre VII, II, theoreme VII, corollaire II). De 

OEuvres de C. S. H, t. III. 2 ^ 
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plus, comme le premier facteur 



ne peut devenir nul pour 

x = aj 

tant que les valeurs particulieres 



sont distinctes Tune de Pautre, il est clair qu'en attribuant a a? la se- 
conde de ces deux valeurs, on devra reduire a zero la fonction entiere 
Q , et, par suite, que cette fonction entiere sera divisible algebrique- 
ment par 

x a l 6j \l i . 

On aura done 

Q = (a <*! 6i \J i) Qi, 

Q 4 designant une nouvelle fonction imaginaire et entiere de la va- 
riable x\ en sorte que Tequation (2) pourra se mettre sous la forme 

(3) w(x] = (x a 6 V CI ~i) ( x a i g i S/ Qi- 



En raisonnant comme on vient de le faire, on trouvera : i que, 
fonction or(o?) devant s'evanouir en vertu de la supposition 



cette supposition reduit necessairement a zero le second membre de 
1'equation (3), et, par consequent, Fun de ses trois facteurs; 2 que 
le facteur reduit a zero ne peut etre que la fonction entiere Q n tam 
que les trois valeurs partieulieres de x, designees par 



sont distinctes Tune de 1'autre; 3 que la fonction entifere Q if devan 
s'evanouir pour 



(5) 



PREMlfiRE PARTIE. - CHAPITRE VIIL 219 

est algebriquement divisible par 



2 6 2 v/^i) Q 2 



On aura, par consequent, 

Q! = ( 

et, par suite, 

(4) w(x) = (ac a 6 V/ 1 ^) 

Q 2 designant encore une fonction imaginaire et entiere de la va- 
riable x. En continuant de la meme maniere, on fmira par reconnaitre 
que, dans le cas ou la fonction entiere u(a?) s'evanouit pour n valeurs 
difierentes de x, respectivement designees par 



on a necessairement 



'x ) = (x a o 6 o \/^l ) (a? a x 6 1 \j i) (j? a 2 6 2 v /:: ^)...(^ a rt _ 1 -_,! ^/~~ i)C 



Q designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. 

II est a peu pres inutile d'observer que le theoreme precedent sub- 
siste lorsqu'on suppose 



ou bien 



1= 0, 



c'est-a-dire lorsque la fonction w(a?) ou les valeurs particulieres attri- 
buees a la variable x deviennent reelles. 

A Taide des principes etablis dans ce paragraphe, on demontrera 
sans difficulte que, dans le Ghapitre IV ( I), les theorfemes III etIV, 
avec la formule (i), peuvent etre etendus au cas ou les fonctions et les 
variables deviennent imaginaires, ainsi que les valeurs particulieres 
attributes aux unes et aux autres. On prouvera de meme que les pro- 
positions I, II et III, avec les formules (i) et (2), dans le II du Cha- 
pitre IV, et les formules (2), (3), (4), (5), (6) dans le III du meme 
Chapitre, subsistent quelles que soient les valeurs reelles ou imagi- 
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naires des variables, des fonctions et des constantes. Ainsi, pa 
exemple, on reconnaitra, en particulier, que 1'equation (6) du III 
savoir 

(x + y) n __ x n x n ~ l y 



(6) 



I . 2 . 3 ... /I 1 . 2 . 3 . . . 71 I . 2 . 3 , . . ( 7i I ) I 

X yfl1 ytl 



I I . 2 . 3 . . . ( 71 J) 1 . 2 . 3 . . . /I 

a lieu pour des valeurs imaginaires quelconques des variables x et j 

V. Determination des fonctions imaginaires continues 
d'une seule variable propres a verifier certaines conditions. 

Soit 

w(#) = o(^)4-v /:: ^x(.r) 

une fonction imaginaire continue de la variable x 9 o(#0 et^(a?) de 
signant deux fonctions continues, mais reelles. La fonction imaginair 
w(a?) sera completement determinee, si elle est assujettie a verifiei 
pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x et j, Tun 
des equations 

(1) ( 

(2) T3( 

ou bien, pour toutes les valeurs reelles et positives des memes va 
riables, Tune des equations suivantes : " 



(3) 

(4) ^(xy) = -sf(x) x 



Nous allons resoudre successivement ces quatre equations, ce qi 
nous fournira quatre problemes analogues a ceux que nous avons d6j 
traites dans le I du Chapitre V. 



I. Determiner la fonction imaginaire cy(a?) de maniei 
quelle reste continue entre deux limites reelles quelconques de la vc 
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riable x, et que Von ait, pour toutes les valeurs reelles des variables x 
ety, 

(0 Gi( 



Solution. Si, a 1'aide de la formule 



on remplacc dans Pequation (i) la fonction imaginaire w par les fonc- 
tions reelles <p et 3^, cette equation deviendra 



9 ( 



puis Ton en conclura, en egalant de part et d'autre les parties reelles 
et les coefficients de ^ i , 



On tircra do ces dernieres formules (voir le Chapitre V, I, pro- 
blfeme I) 



et, par suite, 

(5) ^(^) = ^[9 
ou, ce qui revient au meme, 

(6) cj(a?) 

II suit de Inequation (5) que toute valeur de w(a?) propre a resoudre 
la question proposee est necessairement de la forme 

(7) w(x) = (a-i- b\l^i)x, 

a, b designant deux quantites constantes. II est d'ailleurs facile de 
s'assurer qu'une semblable valeur de u(a?) verifie Tequation (i), 
quelles que soient les deux quantites a et b. Ces quantites sont done 
deux constantes arbitraires. 
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On peut remarquer que, pour obtenir la valeur precedente de &(&), 
i\ suffit de remplacer, dans la valeur de <p(a?) que fournit Fequation (7) 
du Chapitre V ( I), la constante arbitraire et reelle a par la constantc 

arbitraire, mais imaginaire, _ 

a -t- b \/ r . 

PROBL&ME II. Determiner la fo notion imaginaire CT(O?) de maniere 
quelle reste continue enlre deux limites reelles quelconques de la va- 
riable x, et que Von ait, pour toutes les valeurs reelles des variables x 
ety, 

(2) . w(af-^y)=w(a:)w(y). 

Solution. Si dans Fequation (2) on fait x = o, on en tirera 

Ej(o)=zi 

ou, ce qui revient au meme, a cause de la formule 



et, par suite, 

<?(o} = l > xC )^ - 

La fonction cp(o?) se reduira done a 1'unite pour la valeur particuliere o 
attribuee a la variable x; et, puisqu'on la suppose continue entrt 
des limites quelconques, il est clair qu'elle sera, dans lo voisinage de 
cette valeur particuliere, tres peu differente de Funite, par consequent 
positive. On pourra done, en designant par a un nombre tres petit, 
choisir ce nombre de maniere que la fonction cp(^) reste constammenl 
positive entre les limites 



-=^ o, x = a. 



Cette condition etant remplie, comme la quantite 9 (a) sera elle-0iem 
positive, si Ton fait 



P = \9(a) 2 H~x(a) 2 , C = arc tang 
on en conclura 
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Concevons maintenant que dans Pequation (2) on remplace succes- 
sivement y par y -+- z, puis z par s + u, . . . , on en deduira 



quel que soit le nombre des variables x,y, s, . . . ; si, de plus, on de- 
signe par m ce meme nombre, et que Ton fasse 



('equation que 1'on vient de trouver donnera 

si(ma) = [w(a)] w ~ p m (cosmC -f- \/ i sin/n?). 

J'ajoute que la formulc 

= p m (coS77i? + \J i sinm?) 



subsistera encore si Ton y remplace le nombre entier m par une frac- 
tion ou meme par un nombre quelconque pu C'est ce que Ton prou- 
vera facilement ainsi qu'il suit. 
Si dans I'equation (2) on fait 



on en tirera 



puis, en extrayant les racines carrees des deux membres, de maniere 
que les parties reelles soient positives, et observant que les deux 
fonctions 9 (a?), coso? restent positives, la premiere entre les limites 
x o, x = a, la seconde entre les limites x = o, x = %, on trouvera 



De meme, si dans I'equation (2) on fait 



y =<*, 
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on en tirera 



puis, en extrayant les racines carrees des deux membres, de rnanifere 
a obtenir des parties reelles positives, 



Par des raisonnements semblables, on etablira successivement les for- 
mules 



et, en general, n designantun nombre entier quelconque, 



Si Ton opere sur la valeur precedente de xs( -^a ) pour en deduire celle 
de t?f ^aj, comme on a opere sur la valeur de u(a) pour en deduire 
celle de ^(ma), on trouvera 



ou, ce qui revient au meme, 



et, par suite, 
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puis, en supposant que la fraction ~ varie de maniere a s'approcher 

indefiniment du nombre [/., et passant aux limites, on obtiendra les 
equations 



desquelles on conclura 

(8) or(fia) i 

De plus, si dans 1'equation (2) on pose 



i sin 



on en tirera 



La formule (8) subsistera done lorsqu'on y remplacera p. par a. En 
d'autres termes, on aura, pour des valeurs reelles quelconques posi- 
tives ou negatives de la variable x, 

(9) cj(a,r) = p^[cosC^ H- V 7 "-^ sin?^] = [*()]*. 

Si dans cette derniere formule on ecrit ~ au lieu de x, elle deviendra 

(10) ^(^):zzpLosf|^H-V^ 

et si Ton fait ensuite, pour abreger, 

(n) p^A, | = fr, 

on trouvera 

(12) Gj(^) = A a: (cos6^H-v // ~ i sin^j?). 

Ainsi toute valeur de sr(V), propre a resoudre la question proposee, 
sera necessairement de la forme 



A, b designant deux constantes reelles, dont la premiere ne pourra 



OEuvrcsde C. S. II, t. III. 



2 9 
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etre que positive. II est d'ailleurs facile de s'assurer qu'une semblabl 
valeur de cr(a?) verifie 1'equation (3), quelles que soient la valeur d 
nombre A et celle de la quantite b. Ce nombre et cette quantite son 
done des constantes arbitraires. 

Corollaire. Dans le cas particulier oil la fonetion 9(0?) doit reste 
positive entre les limites x = o, x = i , on peut, au lieu de supposer < 
tres petit, prendre a = i; et Ton conclut alors immediatement de 
equations (9) et (10) 



III. Determiner la fonetion imaginaire u(#) de manier 
quelle reste continue entre deux limites positives quelconques de la va 
riahle x, et que Von ait, pour toutes les valeurs positives des variables i 



(3) 

Solution. Si, a 1'aidc de la formule 



on remplace dans Tequation (3) la fonetion imaginaire w par les fonc 
tions reelles <p et % puis, que Ton egale de part et d'autre les partie 
reelles et les coefficients de \j i , on trouvera 



Si, de plus, on designe par A un nombre quelconque et par L 1 
caracteristique des logarithmes dans le systeme dont la base est A 
on tirera des equations precedentes (voir le Ghapitre V, I, pro 
blemelll) 



et Ton en conclara 

04) 
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on, ce qui revjent au meme, 

(i5) &(&) = ci(A) L(#). 

11 suit de la formule (i4) que toute valeur u(a?) propre a resoudre la 
question proposee est necessairement de la forme 



(i6) GT(*) = (H-*V'- 

a, b designant deux quantites constantes. II est d'ailleurs facile de 
s'assurer qu'une semblable valeur de GT(O?) verifie I'equation (3), 
quelles que soient les quantites a et b. Ces quantites sont clone deux 
constantes arbitrages. 

On peut remarquer que, pour obtenir la valeur precedente de u(a?), 
il suffit de remplacer, dans la valeur de <p(a?) que fournit Tequa- 
tion (12) du Chapitre V ( I), la constants arbitraire et reelle a par la 
constante arbitraire, mais imaginaire, 



Nota. On pourrait arriver tres simplement a I'equation (i5) de la 
maniere suivante. 
. En vertu des formules identiques 



I'equation (3) devient 



Comme, dans cette derniere, les quantites variables Lx, Ly admettent 
des valeurs reelles quelconques positives ou negatives, il en resulte 
qu'on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x 
etj, 



On en conclura [voirle probleme I, equation (6)] 

w( A 37 ) = x w(A. i ) = x w(A) 
et, par suite, 
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on, ce qui revient au meme, 



PROBUEME IV. Determiner la fonction imaginaire ci(#) de manii 
r/uelle reste continue entre deux limites positives quelconques de la i 
riable x, et que I'on ait, pour toutes les valeurs positives des variable* 

et y, 

(4) 



Solution. II serait facile d'appliquer a la solution de ce problei 
une methode semblable a celle que nous avons employee pour resouC 
le second; mais on arrivera plus promptement a la solution cherchi 
si Ton observe que, en designant par L la caracteristique des loj 
rithmes dans le systeme dont la base est A, on peut mettre Teqi 
tion (4) sous la forme 



Comme, danscette derniere equation, les quantites variables La?,-] 
admettent des valeurs reelles quelconques positives ou negatives, 
en resulte qu'on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des ^ 

riables x et y, 

&(&*+*) =& (A*)Gy( A^). 

On en conclura, en representant par a un nombre tres petit et 
rempla?ant dans 1'equation (10) du second probleme w(x) par c(A* 



On trouvera par suite 

Lf 

w(A Li> )=z[T3j(A a )] a 

ou, ce qui revient au meme, 

L^r 

(17) w(^)=r[G3r(A a )]^, 

II est essentiel d'observer que, la fonction imaginaire ^(A*), et ] 
consequent sa partie reelle ^(A*), se reduisent a Tunite pour "a? = 



PREMIERE PARTIE. CHAPITRE VIII. 229 

ou, en d'autres termes, que la fonction imaginaire 0(5?) et sa partie 
reelle 9(3?) se reduisent a Funite pour o?= i. C'est ce que Ton peut 
demontrer directement, en prenant dans Inequation (4), 



Quant au nombre a, il doit seulement etre assez petit pour que la 
partie reelle de la fonction imaginaire or (A*) reste constamment posi- 
tive entre les limites x = o, x = a. Cette condition etant remplie, la 
partie reelle de 1'expression imaginaire 



sora elle-meme positive; et par suite, si Ton fait 



P == [(AM(A , C = arc tang 
on aura 



Ccia pose* Tcquation (17) deviendra 

L' r / ? ' \ _ / t \1 

(j?) =p a cos( -La?) -4~\/-- r sinf -L^rj I 

Lr fr \ , _ ft M 
=.af* cos -L^)-hv J sin (-La? )L 
L \ a / \ a /J 






Kn vertu de cette derniere equation, toute valeur de w(a?) propre a 
resoudre la question proposee sera necessairement de la forme 



(19) w(x) = 

a, b designant deux quantites constantes. 11 est aise, de plus, de s'as- 
surer que ces deux quantites constantes doivent demeurer entiere- 
ment arbitral res. 
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CHAPITRE IX. 



DES SERIES rMAGWAIRES CONVERGENTES ET DiVERGENTES. SOMMATION BE QUELQUES 

IMAGINAIRES CONVERGENTES. NOTATIONS EMPLOYEES POUR RKPRESENTER QUELQUBS POR- 
TIONS IMAGINAIRES AUXQUELLES ON SE TROUVE CONDUIT PAR LA SQMMATIQN DK C 
MfcMES SERIES. 



I. Considerations generates sur les series imaginaires. 
Soient respectivement 



(0 



deux series reelles. La suite des expressions imaginaires 

formera ce qu'on appelle une serie imaginaire. Soit, de plus, 

, , x -'= G>o + ^o \f = l) + (p, 4- gr t v 711 ^) + . . . -4- (/>-, -h 7-i V/ 1 - 
(4) 



lasomme des /z premiers termes de cette serie. Selon que, pour d- 
valeurs croissantes de n, s n convergera ou non vcrs une limitc fixe, c 
dira que la serie (3) est convergente et qu'ello a pour somme cat 
limite, ou bien qu'elle est divergente et n'a pas de somme. Le prenai 
cas aura evidemment lieu si les deux sommes 

PQ + Pi H-.-.-h />-i, 



convergent elles-memes, pour des valeurs croissantes de n, vers d 
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limites fixes, et le second, dans la supposition contraire. En d'autres 
termes, la serie (3) sera toujours convergente en meme temps que les 
series reelles (r) et (2). Si ces dernieres, ou Tune d'elles seulement, 
deviennent divergentes, la serie (3) le sera egalement. 

Dans tous les cas possibles, le terme de la serie (3) qui correspond 
a 1'indice n, savoir 



ost ce qu'on nomine son terme general 

L'une des series irnaginaires les plus simples est celle qu*on obtient 
<MI attribuant a la variable x> dans la progression geometrique 

t ,-v. .y.2 tv*H 

i , a. , (' , . . . , a/ , . . . , 

uno valeur imaginaire. Concevons, pour fixer les idees, que Ton fasse 

-f- v/ i sin0), 



s designant une nouvelle variable supposee reelle, et 6 un arc reel. La 
progression geometrique dont il s'agit deviendra 



T, s(c.os# H~\/^~J sin0), 3 2 (cos20n- v / ~"~^ sina0), ..., 

-H \f i sin /i0), .... 



"(5) 



Pour obtenir 1'equation qui determine la somme des n premiers termes 
de la scrie precedente, ilsuffitde remplacerarpar<s(cos0 -t-\/ i sinO) 
dans la formule 



! 4- x +- J? 2 4- . . . 4- x n 

On trouve de cette mani&re 



I X I J? 



(cos 4- v/ J sin0) -h,5 2 (cos20 ~HV/~ J sin 20) +. . 
-+ z n ~ l [cos (n i) 5 4- v/^ sin (n i) 9 ] 

i sin n 



,in0) i 5(cosfl-i- v/-" 1 sin0)' 
et, comme, pour des valeurs craissantes de n, le module de Pexpres- 
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sion imaginaire 

s*(cosn0 H- v/^i siruifl) 
i 5 cos 5 sin \/ - * 
savoir 



. 
(l 23 COS0 -f- 2 ) 2 

converge vers la limite zero ou croit an dela cle toute limite, suivant 
qu'on suppose la valeur numerique de s inferieure ou superieure a 
1'unite, on doit conclure de 1'equation (6) que la serie (5) est, dans 
la premiere hypothese, une serie convergente qui a pour somme 



j z cos B z sin 6 

et, dans la seconde hypothese, une serie divergente qui n'a plus de 
somme. 

La somme d'une serie imaginaire convergente s'indique, comme 
si la serie etait reelle, par la somme de ses premiers termes, suivie 
de points.... 

Cela pose, si Ton appelle s la somme de la serie (3) supposee con- 
vergente, et que, dans la formule (4)> on fasse croitre n indefmiment, 
on trouvera, en passant aux limites, 



(7) 



= (po -h ^ \/ -H (pt H- ?i \j i) + (p* -+- q* \J~~ H- - - 



De meme, lorsqu'on supposera la valeur numerique de z inferieure a 
Funite, on tirera de 1'equation (6), en faisant croitre n au dela de 
toute limite assignable, 



i sna0)-H. . . 
i z cos 9 +- g sin 6 \J i 



En vertu de la formule (7), le premier membre de 1'equation (8) pent 
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etre presente sous la forme suivante : 

OH- s cos# -4- ^ cos 2 Q 4- . . . ) -+- ( s sin# -+- ^ 2 sin 2 -+- . . . ) y'l . 
On aura done, pour des valeurs numeriques de z inferieures a 1'unite, 

I (i -4--cos0H-^ 2 cos2^-f-. . .) 4- (^sin0-4-s 2 sii 



_ 
( ~~" i 2 -^ cos 6> -H ^ i a ^ cos <9 4- x; 2 " 

On en conclura 



, v 



I 25 COS# 



Ainsi la substitution d'une valeur imaginaire de x dans la progression 
geometriquc 

i, -r, d? s , ..., .r'% ... 

suffit pour conduire a la somrnation des deux series 

[ I, 5COS0, U 2 COS 20, ..., 



(n) 

ssin, ,3 2 sin2, ..., 5 /l sin/i0, ... 

toutes les fois que la variable s reste comprise entre les limites 



c'est-a-dire toutes les fois que ces deux series sont convergentes. 

Les premiers rnembres des equations (10) etant (en vertu du theo- 
remc I, Chapitre VI, I) fonctions continues de la variable z, dans le 
voisinage de toute valeur particulifere comprise entre les limites 



le premier membre de Tequation (9) sera lui-meme, dans le voisi- 
nage d'une semblable valeur, fonction continue de z. Or, ce premier 
membre n'est autre chose que la somme de la serie (5), dont les dif- 

OKuvres de C. S. II, t. III. 3o 
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ferents termes restent fonctions continues de s entre des limites quel- 
conques. En generalisant la remarque qu'on vient de faire, on obtienl 
la proposition suivante : 

THEOREMS I. Lorsque les differents termes de la serie (3) sont dei 
fonctions d'une mSme variable z, continues par rapport a cette variable 
dans le voisinage d'une valeur particuliere pour laquelle cette serie esl 
convergente, la somme s de la serie est aussi, dans le iwisinage de cette 
valeur particuliere, fonction continue de z. 

Demonstration. En effet,, dans le voisinage de la valeur particu- 
liere attribute a la variable s, la serie (3) ne peut etre convergente et 
avoir pour ses differents termes des fonctions continues de z, qu'au- 
tant que les series reelles (i) et (2) jouissent Tune et 1'autre des 
memes proprietes : or, dans cette hypothese, chacune des sommes 



etant (en vertu du theoreme I, Chapitre VI, I) fonction continue de 
la variables, il en resulte que la somme de la serie (3), savoir 



sera aussi fonction continue de cette variable. 
Supposons maintenant que Ton designe par 

Po? Pl> P2J 

les modules des differents termes de la serie (3), et par 

cos0 H- v/--^sin0o> ' 



les expressions reduites correspondantes, en sortc qu'on ait generale- 
ment 
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La serie (3) deviendra 

p () (cos^ 4-\ / - i sin X 
PI (cos5 t -4-\/ i sin0! ), 
f- \' i sin#, ), 



et 1'on pourra ordinairement decider si cette serie est convergente ou 
divergente, a 1'aide du theoreme que je vais enoncer. 

THEORIZE II. Cherchez la limite ou les limites i>er$ lesquelles converge, 

\_ 
tandis que n croitindefiniment, I' expression (p,/)". Suivant que la plus 

grande de ces limites sera inferieure ou superieure a V unite, la serie (3) 
sera convergente ou divergente. 

Demonstration. Considerons d'abord le cas oil les plus grandes 

\_ 
valeurs de Texpression (p rt ) ;i convergent, tandis que n croit indefini- 

ment, vers une limite inferieure a 1'unite. Dans ce cas, la serie 

(i3) po, pj, p 2 , . . ., p fl , ... 

etant convergente (Chapitre VI, II, theoreme I), les series 

( p COS0 , 



( 1 4 ) 

po sin , pi sin 0,, p 2 sin0 2 . - psin rt , ... 

le seront egalement (Chapitre VI, III, theoreme IV), et la conver- 
gence de ces dernieres entrainera celle de la serie (12), qui n'est que 
la serie (3) presentee sous une autre forme. 

Supposons en second lieu que, pour des valeurs croissantes de n, 

^ 
les plus grandes valeurs de (p*)' 1 convergent vers une limite supe- 

rieure a 1'unite. Dans cette hypothese, on prouvera, par un raisonne- 
ment semblable a celui que nous avons employe dans le Chapitre VI 
( II, theoreme I), que les plus grandes valeurs du module 
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croissent avec n au dela de toute limite, ce qui ne peut etre vrai 
qu'autant que les plus grandes valeurs des deux quantites p n , g n , 
ou au moins de Tune d'elles, croissent de meme indefiniment. Or, 
comme ces deux quantites sont les termes generaux des series (i) 
et (2), on doit conclure que, de ces deux series, Tune au moins est 
divergente, ce qui suffit pour assurer la divergence de la serie (3). 

Scolie L Le theoreme qu'on vient d'etablir ne laisse d'incerti- 

tude sur la convergence ou la divergence d'une serie imaginaire que 

i 

dans le cas particulier oil la limite des plus grandes valeurs do (p^)' 1 
devient egale a 1'unite. Dans ce cas particulier, il n'est pas toujours 
facile de decider la question. Toutefois on pent affirrner que, si la 
serie (r3) est convergente, les series (r4) el P ar suite la serie (12), 
le seront pareillement. La reciproque n'est pas vraie, et il pourrait 
arriver que, la serie (12) restant convergente, la serie (i3) fut diver- 
gente. Ainsi, par exemple, si Ton suppose 



on obtiendra, a la place des series (i 2) et (i :3), les deux suivantes 



I I 

3' 4' 

dont la seconde est divergente, tandis que la premiere reste conver- 
gente et a pour somme 

/designant la caracteristique des logarithmes neperiens. 
Scoke IL Lorsque, pour des valeurs croissanles de /?, le rapport 



s'approche indefiniment d'une limite fixe, cette limite est egalement 
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celle vers laquelle convergent les plus grandes valeurs de 1'expres- 

1 
sion (p ff ). 

Le theoreme V du III (Chapitre VI) est evidemment applicable 
aux series imaginaires aussi bien qu'aux series reelles. Quant au theo- 
reme VI du meme paragraphe, on doit, lorsqu'il est question des series 
imaginaires, le remplacer par le suivant : 

THEOREME III. Soient 



convergentes, metis imagmaires, qui aient respectiveme.nl pour 
sommes s et s' . Si chacune de ces series reste converge/Me lorsquon reduit 
ses different^ termes a leurs modules respectifs, 



( . . . , z/ < ; * 4- t ('-! -+-..- H- u n -\ PI + /* 'o - 

une nouvelle serie tfbnvergente imaginaire, qui aura pour sornme ss'. 

Demonstration. Designons respectivement par s /n s' fi les sommes 
des n premiers termes des deux series (io) f et par $" n la somme des 
n premiers termes de la serie (16). On trouvera 



Designons encore par p n et p^ les modules des expressions imaginaires 
u n et ^, en sorte que ces expressions soient cleterminees par des equa- 
tions de la forme 

u n ~ p n ( cos -f- v /:r i sin 6 n ), 



Les series reelles 



Po? Pi> Pa? > P> 
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etant convergentes par hypothese, on en conclura, comme clans le 

Chapitre VI ( III, theoreme VI), quo la somme 

P//-1 P -1 + (P-l P-S -*- P/1-* P-l )-+- 

H- (p n _, p'j + Pi,- S p' s + - + P2 Pn-3 + Pi P//-1 ) 

converge, pour des valeurs croissantes de n, v'ers la limite zero. II en 
sera de meme a fortiori des deux sommes 



4- p 2p ;_ 2 cos (0 2 -he^,) -H-p.jp/, j 008(0, 

et 



-4- [p fl _ t p' t sin (0,,-! + Q\ ) H- p/j-s p's sin (O n *i +- &' a ) 4- . . . 

4-p 2 p- 2 sin(9 2 4- 0',,_ 2 ) + PiP/i-i sin(0,-+- O' n l )"], 

dont la premiere represente evidemment la partie reelle de I'expres- 
sion imaginaire 

g g' y" 

tandis que la seconde represente le coefficient de y '' r dans cette 
expression. Par suite, ^^~ fj/ convergera aussi, pour des valeurs 
croissantes de n, vers la limite zero; et, comme $ fl s n s'approche incle- 
finiment de la limite ', il faudra de toute necessite quo l f expres- 
sion^, c'est-a-dire la somme des n premiers termes de la serie (16), 
s'approche elle-meme indefiniment de cette derniere limite. II en 
resulte : i que la serie (16) est convergente; 2 que cette serie con- 
vergente a pour somme ss'. 
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II . l)es series imaginait^es ordonnees suivant les puissances -ascendantes 

et enlieres d'une variable. 

Soit x une variable imaginaire. Toute serie imaginaire ordonnee 
suivant les puissances ascendantes et entieres de la variable x sera de 
la forme 



a () , ,, fl 2 , ..., a rtf ..., A , 6 n 6 2 , . .., 6 W , ... designant deux suites 
de quantites constantes. Dans le cas ou les constantes de la seconde 
suite s'evanouisscnt, la serie precedente se reduit a 

Nous considcrerons en particulier dans ce paragraphe les series de 
cette dernifero. espece. Si, pour plus de commodite, on pose 

(u) j? = s(cos0-h v /r i sin0), 

z designant une variable reelle et 6 un arc reel, la serie (i) deviendra 

, ' ais(co&0 -+-\/^~i s\nO\ ^ 2 ' s2 ( COS2 ^" f " /~~ l sina^), ..., 

(3) N 

..., a 7i 5 w (cosn0 H- y i sinn0), .... 

Soit main tenant, comme dans le Chapitre VI ( IV), A la plus grande 
des limites vcrs lesquelles converge, tandis que n croit indefiniment, 
la racine n lime de la valeur numerique de a n . La plus grande des limites 
vers lesquelles convergera dans la meme hypothese la racine n^ me du 
module de 1'exprcssion imaginaire 

a n x n ^=. a n z tl ( cos n -+- y/^ sin n Q ) 
sera equivalente a la valeur numerique du produit 

As; 
et en consequence (voir ci-dessus le 1, theoreme II) la serie (3) sera 
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convergente ou divergente suivant que le produit As aura une valeur 
numerique inferieure on superieure a 1'unite. On deduit immediate- 
ment de cette remarque la proposition suivante : 

TuEORfeME L La serie (3) est convergente pour toutes les valeurs de z 
comprises entre les limites 



et divergente pour toutes les valeurs de z situees fiors des mSmes lunites. 
En (Vautres termes, la serie (i) est convergente ou divergente suivant que 

le module de r expression imaginaire x est inferieur ou superieur a 

K A 

Scolie. Lorsque la valour numerique du rapport ^^ converge, 

& ?i 

pour des valeurs croissantes de n, vers une limite fixe, cette limi.te est 
precisement la valeur de la quantite positive designee par A. 

Gorollaire 7. - r En comparant le theoreme precedent an theoreme I 
du Chapitre VI ( IV), on reconnaitra que, si la serie (i) est conver- 
gente pour une certaine valeur reelle de la variable x, elle demeurera 
convergente pour toute valeur imaginaire dont cette valeur reelle 
serait, au signe pres, le module. Par suite, si la serie (i) est conver- 
gente pour toutes les valeurs reelles de la variable x, elle restera con- 
vergente, quelle que soit la valeur imaginaire que Ton attribue a cette 
variable. 

Corollaire II. Pour appliquer le theoreme I et le precedent corol- 
laire, considerons les quatre series 

(4) i t a?, d?S ..., x n , 



,_ X X L X n 

(6) i, -, ... 5 , 

i 1.2 i . 2 . 3 . . . n 

( ry \ xy> ___ r ... , 1 

^7; 0-, ~? ? __ J 



PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE IX. 2W 

p. designant dans la seconde une quantite quelconque. De ces quatre 
series les deux premieres, ainsi que la derniere, restent convergentes 
pour toutes les valeurs reelles de x comprises entre les limites 



et la troisieme pour des valeurs reelles quelconques de la variable x. 
Mais si, au lieu d'attribuer a x une valeur reelle, on suppose 



\ \ sin 8), 

a la place de ces quatre series, on obtiendra les suivantes 



(8) 



(9) 



sin2 



(to) 



r / r\ 1 oinfli r"\r" <-2 /p/^p 


20 + y 

hv/^^s 
sin 20) 


9 L <*\ V /> j 2 

p. ( p - I ) . . . ( p. - n -Hi ) ^ ^ ^ ^ _ 


z ( cos -f- v/-~T si n ) 5 2 \cos20H-\/ T 


* I 1.2 

^"'(cos/20 H-\/ J sin 7i0) 


sin 20) 


,(cos^^, inS ) "'i,,*^7 


I ? 2 

^ ^ /I (cosn0 -f- v/ i sin/z0) 


^ 


..., yi 






dont les deux premieres et la derniere resteront convergentes pour 
toutes les valeurs de s comprises entre les limites 



tandis que 1'avant-defniere sera toujours convergente, quelle que soit 
la valeur reelle de s. 

Apres avoir fixe les limites entre lesquelles il faut renfermer z pour 
rendre la serie (3) convergente, nous ferons remarquer que, en vertu 

QEuvretde C. - S. II, t. III. 



3f 
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des principes etablis dans le paragraphe precedent, les theoremes HI, 
IV et V du Chapitre VI ( IV), avec leurs corollaires, peuvent etre 
etendus au cas ou la variable x devient imaginaire. On devra seule- 
ment admettre, dans Tenonce du theoreme IV, que chacune des series 

a , a^x, a^x*, ...; 



reste convergente lorsqu'on recluit ses differents termes non plus a 
leurs valeurs numeriques, mais a leurs modules respectifs. Cela pose, 
si Ton designe par t?(p.) ce que devient le second membre de 1'equa- 
tion (r5) (Chapitre VI, IV), lorsqu'on attribue a x la valeur imagi- 

naire - 

sinfl), 



ou, en d'autres termes, si Ton fait 

(12) ^(|i)~i + ^ 



2 



on trouvera, au lieu de la formule (16) (Chapitre VI, IV), la sui- 
vante : 



II est essentiel de remarquer que cette derniere formule subsistera 
uniquement pour les valeurs de s comprises entre les limites z = r , 
js = -+!, et qu'erttre ces limites la fonction imaginaire CT(PL), c'est- 
a-dire la somme de la serie (9), sera en meme temps continue par rap- 
port a s et par rapport a JJL (voir ci-dessus le I, theoreme I). 

Concevons a present qu'au lieu de la serie (9) on considere genera- 
lement la serie (3), et que dans cette derniere on fasse varier la valeur 
de z par degres insensibles. Tant que la serie (3) sera convergente, 
c'est-a-dire tant que la valeur de z restera comprise entre les limites 



la somme de la serie sera une fonction imaginaire continue de la va- 
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riable z. Soit xs(z) cette fonction continue. L'equation 



-t- - i sn 2 



subsistera pour toutes les valeurs de z renfermees entre les limites 
-~ T> 4- -r? ce que nous indiquerons en ecrivant ces limites a cote 

A A. 

de la serie, comme on le voit ici : 

i sin 9) 4- a 2 5 s (cos 26-+- \J i sin 2 9) -+-... 



On doit observer que 1'equation precedente equivaut toujours a deux 
equations reelles. En effet, si Ton pose 



(16) 



?( s ) e * X.( 5 ) designant deux fonctions reelles, on tirera de 1'equa- 
tion (i4) 

LZ sin 6 -+- a z z z sin 2 -H . . . 

i i 

~ A' 5 -~" + "A 



Lorsque la serie (3) est donnee, on peut quelquefois en deduire la 
valeur de la fonction 0(0?) sous forme fmie, et c'est la ce qu'on appelle 
sommer la serie. Nous avons deja, dans le I, resolu cette question 
pour la serie (8). Nous allons maintenant chercher a la resoudre pour 
les series (9), (10), (n); et, en consequence, nous traiterons Tun 
apres 1'autre les trois problemes qui suivent. 

PROBLEMS I. Trouver la somme de la serie 



(9) i> - z (cos B + v/^1 sin 9), ^ ^'~ ',s*(cos2fl -\-\J-i sin 2 






dans le cas ou I' on attribae a la variable z une valeur comprise entre les 

limites 

z = i, z =4- i. 
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Solution. Soit cr([x) la somme clierchee. En designant par u/ une 
quantite reelle differente de [/,, on trouvera 



Liquation precedente, etant semblable a 1'equation- (2) du Cha- 
pitre VIII ( V), se resoudra de la meme maniere; et Ton en conclura 

w(p) /-^(cosjjU -f- \f i sinp-j), 

le module r et Tangle / etant deux quantites constantes par rapport 
a fji, mais qui dependent necessairement de 'z et de 0. On aura done, 
entre les limites z = i , z = -f- 1 , 






(17) 



Pour determiner les valeurs inconnues de r et de /, on fera, dans 
Tequation (17), fjL= r, et Ton en tirera 



ou, ce qui revient au meme, 

I 4- Z COS = /'COS ^ 

5 sin^^r A- sin-. 
On trouvera par suite 



puis, en observant que cos^= T "^ J COS L reste positif pour toute va-, 

leur numerique de 5 inferieure a 1'unite, et designant par k un nombre 
entier queleonque, 

^== arc tang- 

b 



Cela pose, si Ton fait, pour abreger, 

/ r o\ 

UQ) ^ = arctanff ---- *> 

. I -4- 5 COS S 



i sin6)+ ^~- s* 



1 

(i -h 25 cos^ 
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1'equation (17) deviendra 



('9) 



la valeur de etant determinee par la formula 



dans laquelle Ic nombre entier A ne peut dependre que des quantites 
sctO. 

Remarquons a present que le premier membrc de 1'equation (19) 
cst, entre les lirnites s = i, s = + i, une fonction continue de s, 
qui varie avec z par degres insensibles, quclle que soit la valeur de pi. 
Le second membre de 1'equation devra done jouir de la meme pro- 
prlete, ou, en d'autres termes, les quantites 



( i ~h 2 s cos (5 ~h ^ 2 ) ? sin /JL t 
et, par consequent, les suivantes 



devront varior avec z par degres insensibles, pour toutes les valeurs 
possibles de [x. Or cctte condition ne peut etre remplie que dans le cas 
ou / lui-memc varie avec z par degres insensibles. En effet, si un 
accroisscmcnt infiniment petit de s produisait un accroissement fini 
de /, de maniere a changer t en t + a, a designant une quaritite finie, 
les cosinus et sinus des deux arcs 



ne pourraient demeurer sensiblement egaux, qu'autant que la valeur 
num6rique du produit \t.a serait a tres peu pres un multiple de la cir- 
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conference, ce qui ne peut etre vrai que pour des valeurs particulieres 
du coefficient [x, et non-pas generalement pour des valeurs fmies quel- 
conques de ce coefficient. On doit done conclure que Tare t = s 2 Air 
est fonction continue de z\ et, comme des deux quantites s, k, la pre- 
miere, determined par 1'equation (18), yarie avec s (Tune maniere 
continue entre les limites s = i , z = -h i , tandis que la seconde, 
assujettie a rester toujours entiere, n'admet que des variations finies 
<Tune ou de plusieurs unites, il est clair que, pour satisfaire a la con- 
dition enoncee, la quantite s devra varier toute seule, et la quantite k 
demeurer constante. Cette derniere quantite sera done indeperidante 
de 5, et, pour en connaitre la valeur dans tous les cas possibles, il suf- 
fira de la chercher en supposant z = o. Comme on a, dans cette hypo- 
these, s = o, t = zAn, on tirera de Fequation (19) 



quelle que soit la valeur de [JL, et par suite 

k = o. 

Cela pose, la formule (20) donnera generalement 

t = s, 

et Pequation (19) se trouvera reduite a 

2 



i sin 2 

X " a 



(21) 

^ cos0 



De plus, si Ton a egard a la formule (27) du Chapitre VII ( IV), on 
reconnaitra facilement que le second membre de Tequation (21) peut 
etre represente par la notation 

[IH- s(cos0-f- y/ i sinfl)]* 1 . 
On aura done, en supposant toujours la valeur de z comprise entre les 



1.2 

= [i -h s(cos0 -h v/^sinS)] 11 

(*=!, Srzr-hl). 
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limites i et 4-1 , 



(22) 



En d'autres termes, 1'equation (20) du Chapitre VI ( IV), savoir 



subsistera, non seulement si Ton attribue a la variable x des valeurs 
reelles comprises entre les limites i, -+- 1, mais encore si Ton fait 



la valeur numerique de 3 etant inferieure a 1'unite. 

Corollaire I. La formulc (21), comme toutes les equations imagi- 
naires, equivaut a deux equations reelles, qu'on obtient en egalant de 
part et d'autre les parties reelles et les coefficients de v / i. On trou- 
vera de cette maniere 



(23) 



I-f- -5COS^-h - - S 2 COS 20 -+-.. .= (l + 2 Z COS 

-5 sin0 -H ci^ - - * - - - 22 

I 1.2 



la valeur de s etant toujours determinee par Fequation (18). 

Corollaire II. Si dans les formules (22) et (28) qji pose p. = i , 
et que Ton y remplace z par s, on obtiendra les equations (8) et 
(io)duL 

Corollaire HL Si Ton pose 8 = - ou, ce qui revient au meme, 
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la valeur de s, donnee par la formule (18), deviendra 

s arc tang~, 

et restera comprise entre les limites ~? n- 7- pour toute valeu 
numerique de z inferieure a 1'unite. Dans la meme hypoth^se, 01 
aura evidemment 



sin, ? 

j tangs = - -, 
cos s 

* 

(l-h 2 



et Ton tirera des equations (23), mais. settlement pour les valours de , 
comprises entre les limites dont il s'agit, 



- sin 2 



1-2 



I . 2.O 

7T 



Par consequent, si dans les formules (12) du Chapitre VII ( II) on 
remplace le nombre entier m par une quantite quelconque [x, ces for- 
mules, qui avaient lieu pour toutes les valeurs reelles possibles de 
Tare 5, ne ^seront plus vraies generalement que pour des valeurs 

numeriques de cet arc inferieures a 5- 

4 



II. Trouver la somme de la serie 
(10) i, i (cose -i-v^ 117 ! sine), -^(cossO-i-v/'- 

guelle que soil la valeur numerique de z. 

.Solution. - Si dans les equations (18) et (21) on remplace z par KS 
et (x par i, a designant une quantite infiniment petite, on trouvera, 
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pour toutes les valeurs de az comprises entre les limites - i, 4- i, ou, 
ce qui rcvient au meme, pour toutes les valeurs de s comprises entre 
les limites 



I, +1, 

a a 



i 4- Y (cosG 4- v/ i sine) H- ~ (cos20 4- v'' * sin20) (i a) 



4- Y 

j. , 

ax; cosfl 4- a 2 ^-) ra " (cos - 4- \/~l sin - 
\ a v a 



i i 

"" a' """^a 



Tare s etant determine par la formule 
(26) s~ arc tang 



I -H a^ COS0 



Si maintenant on fait decroitre indefiniment dans Tequation (25) la 
valour numcriquo de a, on trouvera^ en passant aux limites, 



^ ^ __ ^2 _ 

i 4- ~ (cos 04- v^"" 1 sin^) -f- -^ (cos i9 -H v/ i si 



I .2 



sin 2 



_ 



(cos304-v/ isin30)4-... 



1-L / 9 , 5\"| 

(i 4- 2 as cos04- a s 5 9 ) la ( cos- 4- y i sin - 
\ a a / J 

(szz- oo, 5 = 4-00). 

II rostc a chercher la limite du produit 



(1 + 2 cx.z cos + a 8 * *)*" ( cos - 4- v/~~ i sin - 
et, par consequent, celle de chacune des quantites 



Or, en premier lieu, si Ton fait 

2 as COS 4- a~z-~$, 



QKuvrfs de C. - S. U, t. III. 
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on en conclura 

(r -h 2a~ cos0 -4- a 2 2 )- a ~- (i -h ' 
et, par suite, 



De plus, la valeur de ^ donnee par Inequation (26) etant infiniment 
petite, le rapport 



,9 I 

__. _ cos s 



tang. 9 " sin ^ 



.9 



aura pour limite 1'unite; et, comme on tire del'equation (26) 



tangs z sin0 

a i -4- OLZ 



a larigs i -f- OLZ cos 9- 
on trouvera, en passant aux limites, 



Cefa pose, II est clair que le second membre de Tequation (25) aura 
pour limite Texpression imaginaire 



en sorte que la formule (27) deviendra 
t \ 

( 2o ) 



/=: ^ sin (c sin 8)1 



GO, 5= 



la valeur de la variable reelle s etant completement arbitraire, puis- 
qu'elle peut etre choisie a volonte entre les valours extremes s = - >, 
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Corollaire L Si, en coinparant les deux membres tie ['equa- 
tion (28), on egale de part et d'autre : i les parties reelles; 2 les 
coefficients de v ; i> on obtiendra les deux equations reelles 

1 n- - cos0 -4- COS2&4-. . .~e- cos9 cosCs sin0) 

! I 1.2 \ J-* 



- sin 6 4- -^ sin 2 #4-. . .^ cos6 sin (ssi 

\ I I . '2 ^ 



Corollaire IL Si Ton suppose == ~ ou, ce qui revient au nieme, 



les equations (29) deviendront 

... = COS,3, 



1.2 1.2.3.4 

(3o) <; 



-+-...-=: sin ^ 



I 1.2.3 

/ 

(Z^:CG, 5 = 4-00). 

Ces dernieres subsistant, aussi bien que les equations (29), pour des 
valeurs reelles quelconques de s, il en resulte que les fonctions sins 
et coss sont toujours developpables en series ordonnees suivant les 
puissances ascendantes de la variable qu'elles renferment. Comme 
cette proposition merite d'etre remarquee, je vais la demontrer ici 
directement. 
La serie 



X X~ 

I 1.2 



etant convergente pour toutes les valeurs reelles possibles de la 
variable x, restera convergente (en vertu du theor&me I, corol- 
laire I) pour des valeurs imaginaires quelconques de cette meme 
variable. Si Ton multiplie la somme de cette serie par la somme de 
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la serie semblable 

, y r 2 

I y , . . . y 

I 1.2 

en ayant egard a la fois au theoreme III da I et a la formule (6) du 
Chapitre VIII ( IV), on trouvera, pour toutes les valeurs possibles 
reelles ou imaginaires attribuees a a? et a y, 

<- f + j?i_ + W y H r 2 t 

J 1.2 * " * / I I J -^ 



i -| 



1.2 



Lorsque, dans Tequation qui precede, on remplace x par a?\/ i et 

7 par jv 7 " 1 * on obtient la suivante 



(32) 



_ 
1.2 1.2.3 



I .2 



dans laquelle on pourra, si Ton veut, supposer reelles les variables x 
et j. Faisons, dans cette hypothese, 



I 1.2 1.2.3 

L'equation (82) deviendra 



etl'on en conclura [wzrle Chapitre VIII, V, equation (12)] 



v! sin 
ou, ce qui revient au meme, 



. 0? 

(33) 



\ sn 

rz oo, a?zr 
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les lettres A et /; representant deux constantes inconnues dont la pre- 
miere est necessairement positive. On aura par suite 



(34) 



1.2 1.2.3.4 



4-. . . A^sin bx 



J 1.2.3 

(.2? oo, #=H-OO). 



Pour determiner les constantes inconnues A et b, il suffira d'observer : 
i que les formules (34) doivent subsister lorsqu'on y change x en 
x, et que, pour remplir cette condition, il faut necessairement sup- 
poser 



A-*, 



par consequent 



2 quo, si, apr&s avoir divise par x les deux membres de la seconde des 
formules (34), on fait converger la variable x vers la limite zero, le 
premier membre convergera vers la limite i, et le second membre, 
savoir 



x 



bx 



vers la limite b; d'oii resulte Fequation 



Gela pose, les formules (33) et (34) deviendront respectivement 



(35) 



(36) 



( =. cos^r-h y/ i sin# 



1.2.3.4 "" 

. . .= sin x 



I 1.2.3 

( _r == oo, 
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Si dans les deux dernieres on remplace la variable x par la variable * 
on retrouvera les formules (3o). 
II est essentiel d'observer que I'equation (35), lorsqu'on y suppose 

x s sin 0, fournit le developpement de 

cos(s sinfl) -h v'"i sin(5 sin 6) 

suivant les puissances ascendantes de s. Si Ton cnultipiie ce develop 
pement par celui de 



t>z cosO 



en ayant egard a la formule (3i), qui subsiste pour toutes les valeur 
reelies et imaginaires des variables qu'elle renferme, on obticndr 
precisement Tequation (28). 

III. Trouver la somme de la serie 



dans le cas oil Ion altribue a la variable z une valeur comprise entre It 
limites 

Solution. Si Ton prend a 1'ordinaire la lettre /pour la caracterii 
tique des logarithmes neperiens, on aura 



etpar suite {'equation (21) pourra etre mise sous la forme 
TH- ^*(cos9-h v^l sin^) 4- filiiZlll s a( C osae 4- v 7 " 1 -^ sinafl) 
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la valeur de s etant toujours donnee par la formule (18). Si clans 
1'equation precedente on developpe les deux facteurs du second 
membre en series convergentes ordonnees suivant les puissances 
ascendantes de p., puis, que Ton effectue le produit des deux deve- 
loppements a 1'aide de la formule (3i), on trouvera 



i -+- ^s (cose + v/^7 sinS) H- ^ (fx " T ' -3 s (cos 2 6 +- v /zr l sin 2 0) -4- ... 



(j i, =4-1). 

Enfin, si, apres avoir retranche 1'unite de chaque membre, puis divise 
les deux membres par pi, on fait converger la quantite p. vers la limite 
zero, on obtiendra 1'equation 



I - (cosfl-h v / --~' sinfl) -- ~ 
' 2 

i /(l H- 25COS0-+- ^ 2 ) -f-5\/ 



Corollaire L Si Ton egale r dans les deux membres de 1'equa- 
tion (37) : i les parties reelles; 2 (> les coefficients de V ' i , et que 
Ton remette pour s sa valeur determinee par la formule (18), on 
obtiendra les deux equations reelles 



(38) 



~ cos3-e ,..= 



y sin e- T sinafl + 7 sin39-...== arc tang ITI ^ ? 
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Corollaire II. Si Ton suppose 6 = - oa, ce qui revient au meme, 



o, 



la seconde des equations (38) deyiendra 



(89) _:!. 4- :!_... arc tangs 



La serie qui forme le premier membre de cette derniere equation 
etant convergente, no-n seulement pour toute valeur numerique de z 
inferieure a 1'unite, mais aussi lorsqu'on suppose z = i (voir le Cha- 
pitre VI, III, theoreme III), il en resulte que Tequation subsistera 
dans cette derniere hypothese; et, comme on a d'ailleurs 

arctang(i) = ~, 
on en conclura 

, . . II 71 

(4o) i- o H- ? ...= 7-- 

004 

La formule (4o) peut servir a calculer par approximation la valeur 
de TC, c'est-a-dire le rapport de la circonference au diametre. 



III. - Notations employees pour representer quelques f auctions 
imaginaires auxquelles on est conduit par la sommalion des series 
convergentes. Proprietes de ces mSmes fonctions. 



Considerons les six notations 



cos^r, 
, arc sin^r, arccos^r. 



Si Ton attribue a la variable x une valeur reelle, ces six notations 
representeront, comme Ton sait, autant de fonctions reelles de x, 
qui, prises deux a deux, seront inverses Tune de 1'autre, c'est-a~dire 
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donnees par des operations Inverses, pourvu toutefois que, A desi- 
gnant un nombre, L exprime la caracteristique des logarithmes dans 
le system e dont la base est A. II reste a fixer le sens de ces memes 
notations, dans le cas oil la variable x devient imaginaire. C'est ce 
que nous ferons ici, en commengant par les trois premieres. 

On a prouve que, dans le cas oil la variable x est supposee reelle, 
les trois fonctions representees par 



cos# 



sont toujours developpables en series convergentes ordonnees suivant 
les puissances asccndantes et entieres de cette variable. On aura, en 
effet, dans cette hypothese, 



- -~ - . . . , 

I 1.2 1.2.3 

X 1 ^ 

~ H ;.^ f .... 

1.2 1.2.3.4 

X * 

":;: "> > 
.2.3 

la caracteristique /designant un logarithme neperien. Depltis, comme 
(en vertu du thcoreme I, corollaire I, II) les series qu'on vient de 
rappeler rcstcnt convergentes pour toutes les valeurs reelles ou ima- 
^inaircs de la variable x, on est convenu d'etendre les equations (i) a 
tous les cas possibles, et de les considerer comme pouvant servir a 
fixer, lors meme que la variable devient imaginaire, le sens des trois 

notations 

A*, sin^, cos#. 

Observons maintenant que, si dans la premiere des equations (i) 

on fait 

A = e, 

e designant la base des logarithmes neperiens, on en tirera 



. S.II,t. HI. 
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puis, en ecrivant successivement, au lieu d-e x, a? /A, 



I 1.2 



r X , ----- X 2 - 

1 i - ...... i 



On aura par suite 

/ e r/A A*, 

(4) ' e^v'- 1 r^ cos^z? -+- v' I 



1 == COS.T v / 



la variable x pouvant toujours etre ou reelle, ou imaginaire. De plus 
Tequation (3i) ( II) donnera, quels que soient x et j, 



(5) 

Cela pose, il deviendra facile d'obtenir sous forme finie les valeurs cl 
A*, sino? et cos^? correspondantes a des valeurs imaginaires de 1 
variable x. En effet, si Ton suppose 

(6) # ~ a -h 6 \/"' 

a, 6 representant des quantites reelles, on conclura des deux p.n 
mieres equations (4) jointes a 1'equation (5) 



(7) A*= e r/A e^ a+s ^ l)/A c a/A e g/A ^ A a (cosS/A + v/ l --'i si 
et des deux dernieres equations (4) 



f* r\ c / y > 

vi\JoX' y 

(S) 



sin ^r =. 



2 \/ I 

puis, en remettant pour x sa valeur a -+ S \/ i , et developpant 1< 
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seconds mernbres, 



cos a sin a v/ i , 

2 .2 V ? 



sin x ~~ sin a -i cos a v'-- 

2 2 V 



cos ( a 

\2 

Ainsi, dans I'hypothese admise, les trois notations 



cosa? 



designent respectivement les trois expressions imaginaires 
A(cos6 /A -h v ; T sin6 /A), 

^ _^_ e ~-o f /> __ ^>-S ---- 

i ------ sin a H ------ cos a w i, 

2 2 V 



^ 
- cos a ------- sin aw 1 

2 2 



Dans la meme hypothese, si Ton fait 

A e, 
Tequation (7) fournira pour la notation 



la valeur suivante : 

\j i sinS). 



Les valeurs des trois fonctions 

A^, sin^r, 



se trouvant fixees par ce qui precede, dans le cas oil la variable x 
devient imaginaire, nous avons encore a chercher quelles definitions 
on doit donner, dans le meme cas, des fonctions inverses 



, arcsina?, arccos^r 
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ou plus generalement quel sens on doit alors attribuer aux notation 

L((#)), arcsin((j?)), arccos((j?))- 

Supposons toujours 

<r = a + 6 v/ ] = p(cos0-!~ \J-~ i sin0), 

a, Sdesignant deux quantites reelles qui peuvent etre remplacees pa 
le module p et Tare reel 6. Toute expression imaginaire u +- 9\l~- 
propre a verifier 1'equation 

( j o ) A"*-" v'- r i_- # -i- g v 7 ' = x 

sera ce qu'on appelle un logarithme imaginaire do a? pris dans le sys 
feme dont la base est A. Comme 1'equation (ro) fournit, ainsi qu f oi 
le verra ci-apres, plusieurs valeurs de u -+- f>v'~- J c ' ans 1 cas ni6m< 
oil 6 se reduit a zero, il en resulte que toutc expression, soil imagi 
naire, soit reelle, a plusieurs logarithmcs imaginaires. Lorsque I'oi 
voudra designer indistinctement un quelconque dc ccs logarithme 
(parmi lesquels on doit comprendrc le logarithme reel, s'il y en a) 
on emploiera la caracteristique L ou / suivie de doubles parentheses 
en -avail t soin d'enoncer dans le discours la base du systeme. Nou 
choisirons de preference la caracteristique /, lorsqu'il s'agira de loga 
rithmes neperiens pris dans le systeme dont la base est e. En vertu d 
ces conventions, les divers logarithmes des quantites reelles ou cxpres 
sions imaginaires 

i, i , a 4- S y i , x 

se trouveront respectivement designes, dans le systeme dont la has 
est A, par 



t, dans le systeme neperien dont la base est e, par 



Cela pos6, pour determiner ces divers logarithmes, il suffira de re 
soudre les problemes suivants. 
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PROBLISME I. Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 

I' expression 

'((0). 

Solution. Soit u-{-v \l~-i Tune de ces valeurs, u, 9 designant 
deux quantites reelles. On aura, d'apres la definition meme de 1'ex- 
pression /((i)), 

(u) e^'v^z^i 

ou, ce qui revient au meme, 

e" (cos 9 ~\- \j-~~ i sin c) i . 
On tirera de cette derniere equation 

e'*=i, 

cose -i- \/ i sine = i 

et, par suite, 

u = o, 

cose=-i, sine o, t* ~ : 2/TTu, 

^ representant un nombre entier quelconque. Les quantites u et c 
etant ainsi determinees, les diverses valeurs de u -i- v\j i propres a 
verifier 1'equation (i i) seront evidemment comprises dans la formule 

u _)_ p y/ | in : 2 A'TT \/ I . ' 

En d'autres termes, les diverses valeurs de /((i)) seront donnees par 
1'equation 

(12) l((i))=2kn\/~i. 

Parmi ces valeurs une seule est reelle, savoir, celle qu'on obtient en 
posant = o, et qui se reduit elle-meme a zero. C'est pour repre- 
senter cette valeur reelle qu'on emploie communement la notation 

simple 

/(i) ou Li. 

Quant aux valeurs imaginaires de /((i)) elles sont evidemment en 
nombre infini. 
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PROBLEME II. Trouver les diverses valeurs de I' expression 



Solution. Soit u + v\ji 1'une de ces valeurs, u, 9 clesignant 
deux quantites reelles. On aura, d'apres la definition meme de 1' ex- 
pression /((' i)), 



ou, ce qui revient au meme, 

e" (cos v 4- v * sin p ) --::. i . 
On tirera de cette derniere equation 



cos r H- \' i sin v -.-.-. -- i 
et, par suite, 

M -: O, 

eos c i , sin r ~ o, v --- r.b ( 2 A- -H i ) TT, 

/^ representant un nombre entier quelconquc- Les quantites w, P etant 
ainsi determinees, les diverses valeurs de u -f- 1> v' J propres a veri- 
fier 1'equation (i3) se trouveront evidemment comprises dans la for- 
mule 

V v v ' i ~: ( 2 k -4- 1 ) TT v ' "- i . 

En d'autres termes, les diverses valeurs de /(( i)) soront donnees par 
1'equation 



Par consequent ces valeurs seront toutes imaginaires et en nombre 
infini. 

PROBL^ME III. Trouver les diverses valeurs dp, i' 'expression 

/((a + 6v/~i)). 
Solution.- SoitM + ^CTf 



g^i^^ Qn aura? d'apri 
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Corollairel. - Si Ton fait, pour plus de commodile, 



il sera facile d'introduire dans la formule (16) Tare au lieu de Tare 
En effet, on pourra supposer 

e=:.z 

si a est positif, et 

' r C-f-TT 

si a est negatif. On trouvera, dans la premiere hypothese, 

(18) ifa + S 
et, dans la seconde, 

(19) /((a + Sy/ ^ 

Si dans cette derniere equation on fait, en particulicr, 

a -h 6^ i i= i, c'est-k-dire a ~ r , S - o 
et, par .suite, 

puzn, ? = 0, 

on obtiendra la suivante 



II en resulte qu'on aura generalement, pour des valeurs negatives 



de a, 

(21) 



Supposons maintena'nt que dans les formulas (18) et (21) on sub- 
stitue a la place de p et de % leurs valeurs 

i g 

(a 2 -t-6 2 ) 2 et arc tang. 

a 

On trouvera, pour les diverses valeurs de 
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i Si a est positif, 

(22) /((a -+ 6 \l i)) = ~ /(a 2 -f- 6 2 ) + (arc tang - ) v/ 11 ^ -i- J((i)) ; 

2 \ a/ 

2 Si a est negatif, 
(28) /(( + 



Corollaire II. Si, dans les equations (22) et (28), on suppose 
6 = 0, cllcs donneront respectivement, pour des valeurs positives 
de a, 



(24) , /(()) - /(a) 4- /((i)) = l(a) 

et, pour des valeurs negatives de a, 

(25) /((a)) = /(- a) -+- /((- i)) = /(- a) (2* 4- I)TT y^T, 



k dcvant toujours etre un nombre entier. II suit de ces dernieres for- 
mules qu'une quantite reelle a a une infinite de logarithmes imagi- 
naires, parmi lesquels se trouve un seul logarithme reel, dans le cas 
ou a est positif. On obtient ce logarithme reel, designe par la notation 
simple /(a) ou /a, en posant, dans 1'equation (24), * = o. 

ScolieL Parmi les diverses valeurs de /((t)), ainsi qu'on 1'a deja 
remarque, il en est une egale a zero, que Ton indique par la notation 
/(i) ou /i, en faisant usage de parentheses simples, ou meme les sup- 
primant tout a fait. Si Ton substitue cette valeur particuliere dans 
1'equation (22), on obtiendra une valeur correspondante de 



que Tanalogie nous porte a indiquer, a Taide de parentheses simples, 
par la notation 



C'est ce que nous ferons desormais. Par suite, on aura, en supposant 
a positif, 

(26) /(a + Sv^)^-^ 2 ^ 2 )^^ 

Ofinvres de C., S. II, t. HI. 3 4 
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Si, au contraire, a devient negatif, ~ a etant alors positif, on trou- 
vera 

/(__ a __ g y/ITi) l/(a 2 -t-6 2 ) ^ /'arc tang 





on, ce qui revient au meme, 

(27) /(__ a g^/II7)zz:^Z(a 2 -i-6 2 ) -+- fare tang ^v^' 

En faisant usage des notations precedentes, on reduira les equa- 
tions (22) et (28) a celles qui suivent 

(28) l((a^Q^^~i)) = l(a-+-B^~^L)^l((i)) 9 

(29) /((a + Sy^^)) = /(- a ~ 6 v/=^) 4- ^((- 1)), 



la premiere se rapportant a des valeurs positives de a, et la seconde 
a des valeurs negatives de la meme quantite. En d'autres termes, sui- 
vant que la partie reelle d'une expression imaginaire representee par 
co sera positive ou negative, on aura 

(30) *((*)) = '(*)+*((!)) 

on bien 



En resumant ce qu'on vient de dire, on voit que la notation 

*(*) 

a une signification precise determines par 1'equation (26), dans le 
cas seulement ou la partie reelle de 1'expression imaginaire repr6- 
sentee par x est positive, tandis que la notation 



a, dans tous les cas possibles, une infinite de valeurs determinees par 
Tune des equations (28) et (29). 
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PROBL!;ME IV. Trouver les diverses valeUrs de I' expression 



la caracteristique L indiquant un logarithme pris dans le systdme dont la 
base est A. 

, Solution. Soil toujours u -+- v\j i 1'une des valeurs de 1'expres- 
sion que i'on considere. On aura, d'apres la definition meme de cette 
expression, 

a 

(82) A^N/ 171 . a + 6 yd"! 

on, ce qui revient au meme, 



/ etant la caracteristique relative aux logarithmes neperiens. On en 
conclura 



et, par suite, 

W 

ou, en d'autres termes, 

(33) 



Cette derniere equation subsiste dans le cas meme ou 6 s'evanouit, 
c'est-a-dire lorsque Texpression imaginaire a + 6\/ i se reduit a 
une quantite reelle. 

Scolie. Si Ton suppose la quantite a positive, a la valeur particu- 
liere de /((a + $\] ~ i)) representee par /(a +- S^ correspondra 
une valeur particuliere de L((a + 6\j i)), qfue 1'analogie nous porte 
a designer a Faide de parentheses simples par la notation 

L(a-h6\/ j). 



268 COURS D'ANALYSE. 

Cela pose, on aura, pour des valeurs positives do a, 



6 
arc tang - 



(34) L(a+6^-i;=- j -=:-i^a~-i-o-;H- ^ V -i. 

De plus, si dans 1'equation (33) on substitue pour /((a + S\fi)) sa 
valeur tiree successivement des formules (28) et (29), on trouvera, 
pour des valeurs positives de la quantite a, * 



(35) 



ct, pour des valeurs negatives de la meme quantite, 

(36) 



En d'autres termes, suivant que la partie reellc d'une expression ima- 
ginaire represented par x sera positive ou negative, on aura 



(3 7 ) L((*)) = L(.^) + L((i)) = L(^) 
ou bien 

(38) L((*)) = L(- x) + L((- i)) = L(- x) 



k designant un nombre entier quelconque. On peut ajouter que ties 
deux formules precedentes la premiere subsiste pour toutes les valeurs 
reelles positives x, et la seconde pour toutes les valeurs reelles nega- 
tives de la meme variable. 

Apres avoir caleule les divers logarithmes de 1'expression imagi- 
naire 



proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le cosinus est 
egal a x. Si Ton designe par 



arc cos ((a?)) =: u 
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Fun quelconque de ces arcs, on aura, pour determiner a 4- c\/ i : , 
Tequation 

cos(w -h v\J i)z=a 4- 6\/~-"* 

ou, ce qui revient au meme, la suivante 

( 3g) cos it sin u y/ i =. a -+- S y/ i , 

laquelle se divise en deux autres, savoir 



v ~ v 



,, N e v H-e- ( ' e v e 

(40) 



A ces dernieres on peut substituer le systeme equivalent des deux 
formules 



(40 



cosw smw cosi* sinw 



De plus, si Ton elimine 9 entre les formules (4i)> on en tirera succes- 
sivement 



cos 2 a sin 2 u 

puis, en observant que sin 2 */ est necessairement une quantite posi- 
tive, * 

sina=: LZLfiLnl* 4- i/f J "^ ^^ ^ V+ S 2 - 

2 v \ 2 y 

On aura, par suite, 



// I + a + 6ty 

4 / - a 
V V 3 ' / 



et, comme [en vertu de la premiere des equations (4o)] cosw et a 
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doivent etre dc meme signe, on trouvera, en extrayant les racines 
carrees, 



cosw 



Cela pose, si Ton fait, pour plus de commodite, 

/ /-v 

U =n arc cos - 
(43) 



,cosU sinU/ 
on conclura des equations (4i) et (4 2 ) 

(44) u-. 



A designant un nombre entier quelconque, et les deux lettres U, V 
devant etre affectees du meme signe; en sorte qu'on aura defmitive- 
ment 

(4^) arc cos((a?)) = : 2/c7i (U -4- V y^^i). 

Parmi les diverses valeurs de arc cos((a?)) que fournit Tequation pre- 
cedente, la plus simple est celle qu'on obtient en posant k = o dans le 
premier terme clu second membre, et prenant 1'autre terme avec le 
signe -K Nous la designerons a 1'aide de parentheses simples, et nous 
ecrirons en consequence 



) U + 

ou meme, en supprimant tout a fait les parentheses, 
(46) arccoso?= U-f- 



Dans le cas particulier oil, 6 etant nul, la quantite a reste comprise 
entre les limites i, -+-T, la formule (46) se reduit, comme on 
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devait s'y attendre, a Fequation identique 

' arc cos a = arc cos a. 

D'autre part, si Ton observe que 2,k-x represente un quelconque 
des arcs qui ont 1'unite pour cosinus, on reconnaitra que 1'equa- 
tion (45) pent ctre mise sous la forme 



(47) 



arc cos ( 



= arc cosx -j- arc cos (( i )). 



II est encore essentiel de remarquer que, dans le cas oil Ton suppose 
6=^0 ct la valour numerique de a superieure a 1'unite, F expression 

arc cos a 

obticnt toujours une valeur imaginaire. Cette valeur sera.donnee par 
1'equat.ion 

(48) arc cos a = Z(a)y/i 
si a est positif, et par la suivante 

(49) arccosa=:7r-4- ^( a)\/ J = [/( a) ir \/-~ i] \/~ i 

si a devient negatif. 

Considerons maintenant les arcs imaginaires dont le sinus est 
x = a -f- 6 \f~^l. . Si Ton designe un quelconque de ces arcs par 

arcsin((#)) = u-+- ^v / ~~ J -> 
on trouvera, en ayant egard a la seconde des equations (9), 

N /TJ , \ 

jp = sin(M -H PV v = cos l -- u ~~~ ^v 1 r 

\ 2 / 

et Ton en conclura 

(50) - arcsin((#)) = tt + ^ ::: T = arccos((a?)). 



Si, dans la formula precedente, on substitue les diverses valeurs de 
arccos((a?)), dont Tune a ete designee par la notation arc cos (a?) ou 
arccoss;, on obtiendra les diverses valeurs de arcsin(O)), dont Tune 
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sera designee par la notation arcsin(a?) ou arcsina?, et determinee 
par {'equation 

(5i) arc sin .a? - arc cos oc. 

A I'aide des principes que nous venons d'etablir, il est ake de 
reconnaitre les proprietes les plus essentielles dont jouissentlesfonc- 
tions de la variable imaginaire x representees par les notations 

A x , coScT, sin^r, 



Pour obtenir ces proprietes, il suffit d'etendre les formules que ces 
fonctions verifient dans le cas ou la variable x est reelle, au cas ou la 
variable devient imaginaire. Cette extension s'effectue d'ordinaire 
sans difficulte pour chacune des trois fonctions 

A 37 , cos^r, sin^?. 

Ainsi, par exemple, A, B, C, ... designant plusieurs nombres, on 
prouvera facilement que les equations 



(52) 

(53) 



^ H-y) ~ cos^cosy sin^? siny, 
j? -f-y) = sin^? cos/ -H sin/ cosa? 



subsistent egalement pour des valeurs -reelles et pour des valeurs ima- 
ginaires quelconques des variables x,y, s, ---- Mais, si Ton considere 
des formules dans lesquelles entreat les fonctions inverses 



arc cos x, a resins, 



on trouvera le plus souvent que ces formules, etendues au cas ou les 
variables deviennent imaginaires, ne subsistent plus qu'avec des res- 
trictions considerables, et pour certaines valeurs des variables dont il 
s'agit. Par exemple, si Ton fait 
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et, si Ton designe par (x une quantite reelle quelconque, on recon- 
naitra que la formule 

(54) L(a?) 



subsiste seulement dans le cas ou, a, a', a", ... etant positifs, la 

somme 

6 & B' r 

arc tang h arc tang . -h arc tang -7. 4- ... 
cc cf. a. 

reste comprise entre les limites - , + -; et la formule 



(55) 

dans le cas ou, a etant positif, le produit 



JJL arc tang - 



reste compris entre les memes limites. 



QEuvret de C. S. II, t. III. 
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CHAPITRE X. 

SUR LES RACINES REELLES OU IMAGINAIRES BBS EQUATIONS ALGEBRIQUES DONT LE PREMIER 
MEMBRE EST UNE FONCTION RATIONNELLE ET ENTIERE D'UNE SEULE VARIABLE, RESOLUTION 
DE QUELQUES EQUATIONS DE GETTE ESPECE PAR L'ALGEBRE OU LA TRIGONOMETR1E. 



I. On peut satisfaire a toute equation dont le premier membre est 
une fonction rationnelle et entiere de la variable x par des valeurs 
reelles ou imaginaires de cette variable. Decomposition des polyndmes 
en facteurs da premier et da second degre. Representation geome- 
trique des factears reels du second degre. 

Considerons une equation algebrique dont le premier membre soit 
une fonction rationnelle et entiere de la variable x. Si n represents b 
degre cle cette equation, elle pourra se mettre sous la forme 

(i) a x n -+-a i x n - i ^- a 2 ^ rt - 2 -h. . .4- a n ^x -+- a= o, 



<2 , a { , a 2 , . . ., a^, a n etant des coefficients constants reels ou imagi- 
naires. On appelle racine de cette meme equation toute expression 
reelle ou imaginaire qui, substitute a la place de Tinconnue x> rend le 
premier membre egal a zero. Supposons d'abord, pour fixer les idees, 
que les constantes a , a { , <2 2 , ..., a n se reduisent a des quantites 
reelles. Alors, si deux valeurs reelles de x substitutes dans le premier 
membre de Tequation (i) fournissent deux resultats entre lesquels 
zerosetrouve compris, c'est-a-dire deux resultats de signes contraires f 
on conclura du Chapitre II ( II, theoreme IV) que Tequation (i) 
admet une ou plusieurs racines reelles comprises entre ces valeurs. II 
en resulte que toute equation de degre impair aura au moins une 
racine reelle. En effet, si n est un nombre impair, le premier membre 
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de 1'equation (i) changera cle signe, avec son premier ternae a Q x n , 
toutes les f bis qu'en attribuant a la variable x des valeurs numeriques 
tres considerables on fera passer cette variable du positif au negatif 
(voir le theoreme VIII du Chapitre II, I). 

Lorsque n devient un nombre pair, la quantite x n demeurant posi- 
tive taut que la variable x est reelle, le premier membre de 1'equa- 
tion (T) finit par etre, pour de tres grandes valeurs numeriques de x, 
constamment de meme signe que a . Si, dans la meme hypothese, a fl 
et a sont de signes contraires, le premier membre changera evidem- 
ment de signe, lorsqu'on passera d'une tres grande valeur numerique 
de x a une tres petite, en laissant la variable toujours positive ou tou- 
jours negative. L'equation (i) aura done alors deux racines reelles : 
Tune positive et 1'autre negative. 

Lorsque, n etant un nombre pair, a Q et a n sont de meme signe, il 
peut arriver que le premier membre de Inequation (i) reste, pour 
toutes les valeurs reelles de x, de meme signe que a , sans jamais 
s'evanouir, C'estce qui a lieu, par exemple, pour chacune des equa- 
tions binomes 



* -+- I =. O, X k -+- I = O, X* H-I 0, 



Dans un cas semblable, Tequation (i) n'aura plus de racines reelles; 
mais on y satisfera en prenant pour x une expression imaginaire 



u, v designant deux quantites reelles et finies. Cette proposition et 
celles que nous venons d'etablir se trouvent renfermees dans le theo- 
reme suivant : 

THEOR^ME I . Quelles que soient les valeurs reelles ou les valeurs ima- 
ginaires des constantes a , a n . . ., a n ^ 49 a^ 9 I' equation 

(i) tfo^ + tfi^ 71 " 1 -^- --+ 7i-i^ + =o, 

dam laquelle n designe un nombre entier egal ou superieur a I' unite, a 
toujours des racines reelles ou imaginaires. 
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Demonstration. Designons, pour abreger, par /(a?) le premie 
membre de Pequation (i) : f(x} sera une fonction reelle ou imagi 
naire, mais toujours entiere, de la yariable cc; et, puisque toute ex 
pression reelle wse trouve comprise comme cas particulier dans un 
expression imaginaire u+ ?\/ i , il suffira, pour etablir le theorem 
enonce, de demontrer generalement qu'on peut satisfaire a Tequatioi 



en prenant 

x -=. u -h 9 \J i , 

puis attribuant aux nouvelles variables u et 9 des valeurs reelles. Or 
si Ton substitue la valeur precedence de x dans la fonction /(#), 1 
resultat sera de la forme 



<p(w,.p), x(w, c) designant deux fonctions reelles et entieres des va 
riables u et 9. Cela pose, 1'equation (i) deviendra 

?(> ^)H-V /:== ^X( W ? < ; )o; 

et, pour y satisfaire, il suffira de verifier les deux equations reelles 



ou, ce qui revient au rneme, Tequation unique 

(3) [9(,0?+[x(,O?=o. 
Done,- si Ton pose, pour plus de commodite, 

(4) F(M,P) = [ ? (,f)pH-[x(",0]S 

il restera seulement a montrer que Ton peut obtenir des valeurs reelle 
de u et de v propres a faire evanouir la fonction 

F(,?). 
On y parviendra sans peine a Faide des considerations suivantes. 
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D'abord, pour determiner la valeur generale de la fonction F(z/, ?), 
on representera chacune des constantes reelles ou imaginaires a , 
a^ ..., #rc-H, a it , ainsi que la variable imaginaire u 4- 9 \J i , par le 
produit d'un module et d'une expression reduite; et Ton ecrira, en 
consequence, 

a =-. p (cos0 

a l = pi (cos 0i 
(5) 



(6) i 

On aura, par suite, 



sini). 



(7) 4- p 1 r /I ~ 1 [cos(w i.f -h 4 ) 4- V/ r 

H- p / i- 1 /'[cos(f -f- 0/t-i) 4- \/ i sin(^ 
4- p ft (cos0^4- \/ isin0); 

et Ton en deduira 

tp ( u y 9 ) = p r n COS ( /if 4- 0o ) -H PI r ' 1 "" 1 cos ( 



_ 
= p r sin (/i^ H- OQ) -H pi r n - 4 sin (n i . * -h 0j ) -4- . 



P) 



Pi ^ B " 1 cos(n 



(9) 



4- [pot* 71 sin (/if 4- 0o ) 4- pi/* 71 "- 1 sin(n 
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II resulte de cette derniere formule que la fonction F(w, v), tou- 
jours evidemment positive, est le produit de deux faeteurs, dont Tun, 

savoir 

r 2 * (j^+P 2 )", 

croitra indefiniment si 1'on attribue aux variables H, v, ou a Tune 
d'elles seulement, des valeurs numeriques de plus en plus grandes, 
tandis que 1'autre facteur convergera dans la meme hypothese vers la 
limite pjj, c'est-a-dire vers une limite finie differente de zero. On en 
conclura que la fonction F(w, ^) ne peut conserver une valeur finie 
qu'autant que les deux quantites u, 9 regoivent elles-memes des va- 
leurs de cette esp&ce, et devient infiniment grande des que Tune des 
deux quantites croit indefiniment. De plus, cornme 1'equation (4) 
clonne pour F(w, (?) une fonction entiere, et par consequent une fonc- 
tion continue des variables u et v, il est clair que F(n, f 7 ), variant avec 
elles par degres insensibles, et ne pouvant s'abaisser au-dessous de 
zero, atteindra une ou plusieurs fois urie certaine limite inferieure 
qu'elle ne depassera janjais, Representons par A cette limite, et par 
u 09 v un des systemes de valeurs fmies de u et de 9, pour lesquels 
F(z/, 9} se reduit a A, en sorte qu'on ait identiquement 

(10) F(^,^o)^A. 

La difference (u, 9) F(M O , c ) n.e s'abaissera jamais au-dessous de 
zero; par consequent, si Ton fait 

(11) u=iu 9 -\-ah, v= c> -f- aA% 

a designant une quantite infiniment petite, et A, k deux quantites 
fmies, Texpression 



ne sera jamais negative. En partant de ce principe, il sera facile de 
determiner la valeur de la constante A, ainsi qu'on va le faire voir. 

Si dans Texpression imaginaire f(u -+- v\j i) on substitue pour a 
et 9 leurs valeurs donnees par les formules (ir), cette expression, 
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devenant alors une fonction imaginaire et entiere du produit 

a(h ^- k \f^~i\ 

pourra etre developpee suivant les puissances entieres et ascendantes 
de ce meme produit. En designant par 

R (cosT -hv/^sinT ), 



les coefficients imaginaires de ces puissances dont quelques-uns peu- 
vent se reduire a zero, et faisant, pour plus de commodite, 

(12) h -4- k\/\ :rr p(cos# + v/ i sin0), 

on obtiendra 1'equation 



(18) 



m R (cosT -{- v^T sinT) 

+ aR 1 p[cos(T 1 + 6) -+- v/^sinCTi + fl)] +. . . 
. . .-H a"R^p ft [cos(T w + /ifl) -h y/ 17 ! sin(T re + 116)], 



dans laquelle les termes du second membre, et par consequent les 
modules 

T\ T> T> 

ne sauraient s'evanouir tous en meme temps. Comme on aura d'ailleurs 

ah- 

04) 



on conclura de Tequation (i3) 



ah, f' H- ak) 
= R cosT 4- al^p cos(T t 4- 8) H- . . -4- aR 7l p* cos (T 4- /ifl), 



= R sinT -h 
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et, par suite, 



(16) = [R COST -4- aRip 008(^-4-^) 4-.. . 4- aR tt p* COS (T n 4- 

( 4- [R sinT 4- aR lp 510(1! 4- 9) 4-. . . H- a*R,ip* sin(T 4- 



Si dans cette derniere formule on pose a = o, on en tirera 



JL 

Done R 2 = A, R = A a . Si maintenant on developpe le second membre 

de 1'equation (16) suivant les puissances descendantes de R, et que 


Ton y remplace ensuite R par A~ , celte equation deviendra 



('7) 



= A H- 2 A ap [Rj cos (Tj T -4- 0) -f- . . . 4- a" 1 p'^R,* cos (T T -H 
-4- a 2 p 2 j [Ri cos(T 1 H- 0) -4- . . . -H a 1 *- 1 ?*-^ cos(-T n H- /i^)] 2 
-h [R! sin(T! -+-5)4-. . .4- a'-y^R* sin(T ;i 4- nB)]* 



et, si Ton fait passer dans le premier membre la quantite A F(w , 
on trouvera definitivement 



i 605(1! T 4- 9) 4-. ..4- a^-y*- 1 R cos(T T H- nfl)] 
a 2 p 2 j [R 1 cos(T 1 4-^)4-...4-a' l - 1 p' i - 1 R^cos(T4-/^)] 2 
4- [R! sin(T! 4- 8) 4-. . . 4- a^-y 1 - 1 !** sin(T w 4- /i^)] 2 ] . 



Cela pose, puisque la difference 



ne doit jamais s'abaisser au-dessoas de la limite zero, il faudra de 
toute necessite que, pour de tres petites valeurs numeriques de a, le 
second membre de Tequation precedente, et par suite le premier 
terme de ce second membre, c'est-a-dire le terme qui renferme la plus 
petite puissance de a, ne puisse devenir negatif. Or, en designant par 
R w la premiere des quantites 

RI, R 2 , . . . , R,i 
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qui obtient une valeur differente de zero, on trouvera, pour le terme 
dont il s'agit, 

2 A*a'V"R cos(T - T 4- w0), 
si A n'est pas nul, et 

a^p^'RJ, 

dans Fhypothese contraire. De plus, comme, la valeur de Tare 6 etant 
tout a fait indeterminee, on peut en disposer de maniere a donner au 
facteur 



et par consequent au produit 

2 Aa'p'R /n cos(T m - T 4- m6), 

tel signe que Ton voudra, il est clair que la seconde hypothese reste 
seule admissible. On aura done necessairement 

(19) K = o, 

ce qui reduira Tequation (10) a 
(20) 



II en resulte que la fonction F(w, p) s'evanouira si Ton attribue aux 
variables u, 9 les valeurs reelles M O , P O ; et, par suite, que Ton verifiera 
Tequation 

(r) /(^) = o 

en prenant 



3C = U -h 9 Q V 1 - 

En d'autres termes, M O + (? \/ i sera une racine de Tequation 

(i) a^x n -\- a l & n ~~ l -\~. . . -h a n -\& H- = o. 

La demonstration precedente du theoreme I, quoique differente en 
plusieurs points de celle qu'en a donnee M. Legendre (Theorie des 
Nombres, I re Partie, XIV), est fondee sur les memes principes. 

OEuvresdeC. S. II, t. III. 36 
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Corollaire. Le polynome 



s'evanouissant, ainsi qu'on vient de le dire, pour 



sera, en vertu du theoreme I (Chapitre VIII, IV), algebriquement 
divisible par le facteur 

X UQ < J \/-~ * 

Le quotient, ne pouvant etre qu'un nouveau polynome du degre n r 
par rapport a x, sera encore necessairement divisible par un nouveau 
facteur de meme forme que le precedent, c'est-a-dire du premier 
degre par rapport a x. Designons par 

X - II { - (>j \J - I 

ce nouveau faeteur. Le polynome /(a?) sera equivalent au proclu.it des 
deux facteurs 

x M P O \ t , x i Vi y i 



par un troisieme polynome du degre n 2. On prouvera que ce troi- 
sierne polynome est divisible par un troisieme facteur semblable aux 
deux autres; et, en continuant a operer de la meme maniere, on finira 
par obtenir TZ facteurs lineaires du polynome/(^). Soient respective- 
ment 



ces memes facteurs. En divisant le polynome /(a?) par leur produit, 
on trouvera pour quotient une constante evidemment egale au coeffi- 
cient a de la plus haute puissance de x dans /(&}- On aura, en con- 
sequence, 

(21) f(x] = a Q (x U Q POV/I) (^ i v\ V 7 -"^) - - (^ w -i ^-i V/^"" 

Cette derniere equation renferme un theoreme que Ton peut enoncer 
ainsi qu'il suit : 
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THEOREMS II. Quelles que soient les valeurs reelles ou imaginaires des 
constantes a , a t9 . . ., a n _^ a n , le polynome 



sera equivalent au produit de la constante a par n facteurs lineaires de 
la forme 



i . 



Determiner les facteurs dont il est ici question, c'est ce qu'on 
appelle decomposer le polynome /( x) en ses facteurs lineaires. II n'y 
a qu'tine seule maniere d'effectuer cette decomposition. Pour le de- 
montrer, supposons que deux methodes .differentes aient fourni les 
deux equations 



/ / . x 

ft T \ . ( g i r _ r ) ( ' 

\ J v*^- / - a o \ ** a o D o V * / \" 

On en tirera 



x ^ 



(23) 






Le dernier membre de la formule precedente s'evanouissant lorsqu'on 
attribue a la variable x la valeur particuliere u -f- ^ y j, il faudra 
de toute necessite que, pour cette meme valeur de x, le premier 
membre, et par consequent 1'un de ses facteurs (voir le Ghapitre VII, 
II, theoreme VII, corollaire II), se reduise a zero. Soit 



le facteur dont il s'agit. On aura identiquement 
et, par suite, 
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Gela pose, Ja formule (a3) pourra etre remplacee par la suivante : 



Le second membre de celle-ci s'evanouissant lorsqu'on suppose 

J?= Wj-4- P^V/^, 

Tun des facteurs du premier membre, par exemple, 



devra s'evanouir dans la meme hypothese, ce qui entrainera deux 
nouvelles equations identiques de la forme 



^ aj gj ^/ i izr J? #j C ; j \/ 1 . 

En repetant plusieurs fois le meme raisonnement, on prouvera que les 
different? facteurs lineaires dont se composent les seconds membres 
des equations (22) sont absolument les memes dans Tune et 1'autre 
equation. II est essentiel d'ajouter que chaque facteur imaginaire de 
la forme 



se change en un facteur reel x a, toutes les fois que la quantite 6 
se reduit a zero. 

Le premier membre de {'equation (i), etant, d'apres ce qu'on vient 
de dire, decomposable d'une seule maniere en facteurs lineaires, ne 
peut s'evanouir qu'avec Tun de ces facteurs. Si done on les egale suc- 
cessivement a zero, on obtiendra toutes les valeurs possibles de x 
propres a verifier 1'equation (i), c'est-a-dire toutes les racines de 
cette equation. Le nombre de ces racines, comme celui des facteurs 
lineaires, sera egal a n. De plus, a chaque facteur reel de la forme 
x u correspondra une racine reelle a, ,et a chaque facteur imagi- 
naire de la forme 

x a 6 y/ i 
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une racine imaginaire 

a + g/^7. 

Ces remarques suffisent pour etablir la proposition suivante : 

TiiEom>ME III. Qaelles que soient les valeurs reelles ou les valeurs ima- 
ginaires des constanles a , a,, . . . , a^ f , a n , I equation 

(0 , 



a toujours n ratines reelles ou imagmaires, et nen saurait avoir un plus 



grand nombre. 



II peut arriver que plusieurs des racines de 1'equation (i) soient 
egales entre elles. Dans ce cas, le nombre des valeurs differentes de 
la variable propres a verifier cette meme equation devient necessaire- 
ment inferieur a n. Ainsi, par exemple, 1'equation du second degre 

x* 9. ax H- a~ rz o 

ayant ses deux racines egales, on ne pourra y satisfaire que par une 

seule valeur de x, savoir 

x =. a. 

Lorsque les constantes a , a { , . . . , A _, , a n sont toutes reelles, 1'ex- 
pression imaginaire 



ne peut evidemment etre une racine de 1'equation (i), sans que Tex- 
pression conjuguee 



soil une autre racine de la meme 'equation. Par consequent, dans cette 
hypothese, les facteurs imaginaires et lineaires du polynome qui forme 
le premier membre de 1'equation (i) sont deux a deux conjugues et 
de la forme 



Le produit de deux semblables facteurs etant un polynome reel du 
second degre, savoir 
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on deduit immediatement de Pobservation qu'on vient de faire 

theoreme.suivant : 

THEORME IV. - Lorsque , a, , . . . , a /z _ i , a a designent des constan 
reelles, lepolynome 

( 2 4) #*-*- a^x' 1 - 1 -}-. . .4- a n -ix H- 

^ decomposable enfacteurs reels du premier ou da second degre. 

Dans ce qui precede, nous avons presente les racines imaginah 
de 1'equation (i) sous la forme 

a 6 v^ Ji - 

Alors, pour le polynome (24), un facteur reel du second degre corn 
pondant a deux racines imaginaires conjuguees 



etait de la forme 

(^-oc) 2 -H6 2 , 

Si Ton fait, pour plus de commodite, 

a 6 v /::r i = p (cos rb v'- 1 ^ si n 0) 

(p designant une quantite positive et 6 un angle que Ton pourra si 
poser compris entre les limites o, ic), le meme factcur reel du seco 
degre deviendra 

(x pcos^) 2 ~h (psin0) 2 = iz?" 2p^cos<9 + p 2 . 

II est facile de construire geometriquemcnt cotte dcrniere expr 
sion dans le cas ou Ton attribue a la variable x une valeur reelle. 
effet, si Ton trace un triangle dans lequel un angle soit egal a 9, 
deux cotes adjacents etant respectivement representes Tun par 
valeur numerique de x, Pautre par le module p, le carre du troisi^ 
cote sera (d'apres un theoreme connu de Trigonometrie) la valeur 
trinome 

-4- p 2 , 
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toutes les fois que la variable x sera positive. Si la variable x devient 
negative, il suffira de remplacer dans la construction indiquee Tangle 6 
par son supplement. 

Le troisierne cote du triangle dont il est ici question ne peut s'eva- 
nouir que dans le cas ou les deux premiers cotes tombent sur une 
meme droite, et ou leurs extremites coincident, ce qui exige : i que 
Tangle 6 se reduise a zero ou a TC; 2 que la valeur numerique de oc 
soit egale a p. Par suite, le facteur 

x- ipx cos0 +- p 2 



ne pourra devenir nul pour une valeur reelle de x, a moins que Ton 
ne suppose 



--i ou 



et la seule valeur de x propre a faire evanouir ce facteur sera, dans la 

premiere hypothese, 

a? = p, 

dans la seconde, 

x = p. 

On arriverait directement au meme but en observant que Tequation 

X* 2 p X COS 6 -h p 2 ~ O 

a deux racines 

p(cos0-H \f~1 sin^), p(cos0~- \f^i sinfl), 

qui nepeuvent cesser d'etre imaginaires sans devenir egales, et que 
les seules valeurs de 6 capables de produire cet effet sont celles qui 
verifient la formule 

de laquelle on tire 
et, par consequent, 

x = p 

pour la valeur commune des deux racines. 

Jusqu'a present, nous nous sommes bornes a determiner le nombre 
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des racines de {'equation (i), avec la forme de ces mercies racines 
celle des facteurs qui leur correspondent. Nous allons, dans les pai 
graph.es suivants, passer en revue quelques cas particuliers dans 1< 
quels on est parvenu a resoudre de semblables equations, sans el 
oblige de concevoir leurs coefficients convertis en nombres, et 
exprimer les racines en fonctions algebriques ou trigonometriqu 
de ces coefficients. Nous observerons ici a ce sujet que, dans toi 
equation algebrique dont le premier membre est une fonction ratic 
nelle et entiere de la variable x, on peut reduire par la division 
coefficient de la plus haute puissance de x a 1'unite, et celui de 
puissance immediatement inferieure a zero par un changement 
variable. En effet, si dans Fequation 



o 



a n'est pas egal a i, il suffira de diviser Tequation par a & pc 
reduire le coefficient de x tl a Tunite; et, si dans une equation m 
sous la forme 



a, n'est pas nul, il suffira de poser 



pour obtenir une transformee en z du degre n, qui n'ait plus 
second terme, c'est-a-dire une transformee dans laquelle le coe 
cient de z n ~* s'evanouisse. 

II. Resolution algebrique ou trigonomelrique des equations bind) 
et de quelques equations trinomes. Theorlmes de MOIVRE et de COTES 

Considerons Tequation binome 

(0 ^ rt -4-/?o, 

p designant une quantite constante. On en tirera 

x n =. p 
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on, si Ton clesignc par p la valeur numerique de/?, 

x n = p. 
On aura done a resoudre 1'equation 

(2) . tf=p, 

si p est positif, et la suivante 

(3) ' * n =-p, 

si p est negatif. On satisfait a la premiere en prenant 

(4) .r=:p))=p((i)), 

et a la seconde en prenant 

(5) #=((-p))=p ((-i)). 

1 

Quant aux diverges valeurs de chacune des deux expressions ((i))", 

I 
((- i))", elles sont toujours en nombre egal a n (voir le Ghapitre VII, 

III), et se deduisent des deux formules 



_^ ; . 

COS -- V'- x sm 

(6) 



. 

\ , . - ( !X A" -4- I ) 7T , / --------- . 

f (( i))" =: COS - ------- -~ \/~- I Sin - 



dans lesquelles il saffit d'attribucr successivement a k toutes les 
valeurs entieres qui ne surpassent pas - Lorsque n est un nombre 

pair, la premiere des equations (G) fournit deux valeurs reelles de 

i 
((i))'% savoir -HI et i, correspondantes Tune a ^~o, 1'autre a 

i 
k= ~- Dans la meme hypothese, toutes les valeurs de (( i))" sont 



imaginaires. Lorsque n devient un nombre impair, Texpression ((i))" 
a une seule valeur reelle -4- i correspondante a k = o, et 1'expres- 

OFMvres de C. S. II, t. III. $7 



n i 
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sion (( i))' 1 une seule valeur reelle i correspondante a k = 

Par suite, Tequation (i) admet deux racines reelles, ou n'en adm< 
aucune, lorsque n est un nombre pair, et la meme equation adm< 
une seule racine reelle dans le cas eontraire. De plus, on reconna 
inimediatement a {'inspection des formules (6) que les racine-s imag 
naires sont conjuguees deux a deux, ainsi qu'on devait s'y attends 
Gonsiderons maintenant 1'equation trinome 

(7) x* n -Jrpx"-\-q = o 9 

p, q designant deux quantites constantes choisies a volonte. On e 
tirera 

x* 11 -\- p x n -=1 q 

et, par suite, 

00 . (-+ |)'=f- -1- 

Si ~ q estpositif, Tequation qui precede cntrainera Tune des deu 
suivantes : 



en sorte que x /l admettra deux valeurs reelles comprises dans la fo 
mule 



(9) . = _. 

Lorsque. le nombre n se reduit a Tunite, la formule (9) fournil imm 
diatement les deux racines reelles de Pequation trinome du secor 
degre 

(10) X^^rpX -h q =2 0. 

Dans le cas eontraire, en substituant la formule dont il s'agit a Tequ 
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tion (7), on n'a plus a resoudre que deux equations binomes sem- 
blables a celles que nous avons traitees ci-dessus. 



P 
entrainera 1'une cles deux suivantes : 



Supposons maintenant la quantite ~ q negative. L'equation (8) 

4 



en sorte que x n admettra deux valeurs imaginaires comprises dans la 
formule 



Si le nombre n se reduit a Tunite, ces valeurs seront les racines ima- 
ginaires de requation (10). Mais, si Ton suppose /*>r, il restera 
encore a deduire des valeurs connues de x n les valeurs de x. Desi- 
gn.ons par p, dans cette hypothese, le module de 1'expression imagi-' 
naire qui sert de second membre a la formule (r j). On aura evidem- 
ment 



Faisons en outre, pour plus de commodite, 

1 
( 1 3 ) -ZT. arc tang - 



Lorsque p sera negatif, les deux valeurs de x' 1 donnees par la for 
mule (IT) deviendront 



et Ton en conclura 



^cos - \r^l sin - 
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Si au contraire /? est positif, on trouvera 

(16) a? /J = p(cos:\/- i sin?) 
et, par suite, 

(17) ^ = 

Dans le cas parti culier oil Ton a 

2 

(7 ~ > 



l ( deviont nul; on sorte que los equations (i5) et (17) prennenl la 
forme des equations (4) et (5). 

!_ 

Si Ton clesigne, pour abreger, p" par r, on tirera des equations (12) 
et (i3), en supposant la quantite/? negative, 

p = 2r" cos?, q~r- n , 
x- 11 -\- px n -h <7 =: .r 2 " 3 r* ^ w cos -h r 2/7 . 

Dans la memo hypothese, la formule (ID) donnera 

/ C , / . C\ / SA'TT , /- ---- . 2/x 71 

^ / cos - : v/ t sin. cos - m v i sin ---- 
V s n v n) \ n n 

( 2/C7r_ L _ r . C:^/CTT\ 
/ cos - ----- - : v i sin - > 

\ /i v n J 

k representant un nombre entier, et Ton en conclura que le trinotni 



2 r n 



est decomposable on facteurs reels du second degre de la forme 



, 

2 2 r X COS 



Si Ton suppose au contraire la quantite/> positive, le trinome 
deviendra 



PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE X. -293 

et ses facteurs reels du second, degre seront de la forme 



x 1 -2 rx cos -h r 2 . 

n 

Dans Tune et 1'autre hypothese, on pourra construire geometrique- 
ment les facteurs reels du second degre par la methode ci-dessus 
indiquee (uoirle I), toutes les fois que Ton attribuera des valeurs 
reelles a la variable x. Si Ton prend la valeur numerique de cette 
variable pour base commune de tous les triangles qui correspondent 
aux differents facteurs, et que dans chaque triangle on fasse aboutir 
constamment a une memo extremite de cette base le cote connu, 
represents par r, on trouvera que les sommets des divers triangles 
coincident avcc les points de division d'une circonference decrite du 
rayon r en parties egales. II en resulte que, si Von multiplie entre eux 
les carres des lignes menees de la seconde extremite de la base aux points 
dont il s'agit, le produit de ces carres sera la valeur du Irinome 

^ n 4- px n ~{- q = x- n : %r n x n cos? H- r-". 

Dans le cas particulier oil C = o, le produit des lignes elles-memes repre- 
sente la valeur numerique du binome 



laquelle se confond avec la racine carree positive du trinome 



DCS deux propositions qu'on vient d'enoncer, la premiere est le theo- 
reme de Moivre, et la seconde celui de Cotes. 

III. Resolution algebrique on trigonometrique des equations 
du troisietne et du quatridme degre. 

Gonsiderons 1'equation generate du troisieme degre. On pourra 
toujours, en faisant disparaitre le second terme de cette equation, 
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la ramener a la forme 

(!) x*-+-px -+- q --- 0, 

p 9 q designant deux quantites constantes. D'ailleurs, si Ton pose 

x == u 4- t>, 

u, v etant deux nouvelles variables, on en conclura 

x*= (4- v) z = 3 4- r 3 4- 3w#, 

( 2 ) ^ >3 3 w,r ( 3 4- r :J ) ^ o. 

Pour rendre Tequation (2) identique avec la proposee, il su(Bra d*as 
sujettir les inconnues H et ^ aux deux conditions 

(3) H*-^,*-.-^' 



La resolution de 1'equation (i) so trouve ainsi recluite a la resolutio 
simultanee des equations (3) et (4). 
Cherchons d'abord les valeurs cle w 3 et de p 3 . Si Ton fait 

(5) ^ 3 = -s 1 , v 

on aura, en vertu des equations (3) et (4), 



et, par suite, en nommant z une nouvelle variable, 

(Z ~~ 5l ) (5 - *0 =5*4- ^7- - 

2 7 

II en resulte que* 4 , s 2 seront les deux racines de Tequation 



(6) *'-.-9*-=o. 

27 

Ces deux racines etant connues, on deduira des formules (5) troi 
valeurs de u et trois valeurs de v, qui se correspondent deux a deu: 
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de maniere a verifier la formula (4). Soit U Tune quelconque dcs 
trois valours de u, et V la valcur correspondante de v, en sorte qu'on 
ait 



Designons en outre par a 1'expression imaginaire 



27T / -- . 27T 

cos 4. __ r sin -- 



les trois valeurs de F expression (()) :$ seront respectivement 



- a=i, 

I 

27T / --- . 2TC I 3 2 i ------ 

a == cos - H- v / i sin -5- = - +- v/ f > 



27T / --- .271 I " / - 

a-= cos -5 -- \/ r sm -rr- = r - ---- v J j 

v5 o !2 2 

et les trois valeurs de u, evidemment comprises dans la formule gene- 

\ 
rale ((i)) :l U, deviendront 

U, U, S U. 

On trouvera, pour les valeurs correspondantes de p, 

v v 
v, -, -,, 

' a a- 
ou, ce qui revient au meme, 

V, a 2 V, aV. 

Par consequent, si Ton nomme a? , a?,, ^ 2 l es trois racines de Fequa- 
tion ([), on aura 

1^= U-H V, 
(7) j a? 1= :a D + a s V, 

I ar s i=a*UH-a V. 

II est essentiel d'observer qne, U, aU, a 2 U etant les trois valeurs de 
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u _ (( 5l ))*, et V, a 2 V, aV les valeurs correspondantes dc 9 = - -- 

3((-i))' 

les racines av ^,^,d<Herminees par les equations (7), seront rei 
pectivement egales aux trois valeurs de x donnecs par la formula 



Lorsque 1'equation (6) a ses racincs reelles, les formules (5) fou 
nissentun systeme de valeurs reelles dc u et de v qui so correspoi 
dent de maniere a verifier 1'equation (4)- Si Ton prcncl ces mfemc 
valeurs pour U et V, on reconnaitra immediatcment quo des tro 
racines a? , a?^ x* la premiere est neccssairemont reelle, ot les cleu 
autres reelles ou imaginaires, suivant quo la quautite 



est nulle ou positive, c'est-a-dire suivant quo 1'equation (f>) a si 
racines egales ou inegales. Dans Ic premier eas, on trouve 

9 FT , r . ._.. FT 

O-Q <J \j j t // J t X< .J U . 

Lorsque les racines de 1'equation (6) dcvicnnent imaginaires* o 
peut les presenter sous la forme 



- \\ sin 0, 5 2 = p ( cos 
le module p etant determine par Pequation 



27* 
Comme on a, dans cette hypothesc, 



^ P j cos + v/=T sin 



la formule (8) se trouve reduite a 

(9) - = 
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De plus, en prenant pour U 1'expression imaginaire 

I / Q 0\ 

p 3 cos 5 H- v/ i sin 2 )> 

\ o o/ 

on conclura des equations (7) 
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(10) 



2p 3 COS 



2 ~ 2p 3 COS 



271 



Ces trois dernieres valeurs de x sont toutes reelles, et coincident avec 
celles que fournit la formule (9). 

Dans les calculs precedents, 1'equation (6), dont la solution en- 
traine celle de 1'equation (i), est ce qu'on appelle la reduite. Ses 
racines s {9 z 2 equivalent necessairement a certaines fonctions des 
racines cherchees o? , a?,, x> 2 . Pour determiner ces fonctions, il sufFira 
d'observer que, U et V designant des valeurs particulieres de u et p, 
on aura, en vertu des formules (5), 



On tire d'ailleurs des equations (7) 

3U =. J? -H a# 2 H- a 2 ^!^ a(^ 2 H- a^ 



On trouvera done, par suite, 



II en resulte que z^ z* sont respectivement egales (a un coefficient 
numerique pres) aux deux seules valeurs distinctes que presente le 
cube de la fonction lineaire 



OEuvres de C. S. U, t. III. 



38 



298 COURS D'ANALYSE. 

lorsque dans cette fonction on echange entre elles les racines a 
# 2 de toutes les manieres possibles. Le coefficient numerique e 
demment ^ ou le cube de la fraction ~. 

Considerons maintenant 1'equation generale du quatrieme 
On pourra, en faisant disparaitre le second terme, la ramene 
forme 



< 



r = O, 

p, g, r designant des quantites constantes. Si Ton pose, en outre 

X II -f- 9 H- (V, 

u, v, w etanttrois nouvelles variables, on en eonclura 

X'-^L a 2 -h p 2 -f- w*--- 2( WP -f- aw -f- w*>) 

et, par suite, 

[^ 2 (& 2 -f- ^ 2 -h w 2 )] 2 4( 2 P 2 -l- w 2 w 2 -+- ^ 2 w 5 ) -h Suvw.x . 
ou, ce qui revient au meme, 



Pour rendre cctte derniere equation idantique avec la propos 
suffira d'assujettir les inconnues u, v 9 w aux conditions 



2/3, 



La resolution de 1'equation (12) se trouve ainsi reduite a la resol 
simultanee des equations (14). 

Cherchons d'abord les valeurs de [\u-, 4^% 4^ 2 - Si Ton fait 
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on aura, en vertu des formules (i4), 



et, par suite, en nommants une nouvelle variable, 

II en resulte que s } , s,, 5, seront les trois racines de Tequation 

et, puisque ces trois racines doivent verifier la formule 5 4 s 2 s 3 -= ^ 2 , 
on pent assurer que Tune d'elles sera positive, les deux autres etant 
toutes deux a la fois positives, ou negatives, ou imaginaires. Lors- 
qu'on aura determine ces memes racines, les deux premieres des 
equations (i5) fourniront pour chacune des variables u et 9 deux va- 
lours egales, au signe pres. Soicnt 

i/=i=U, P = V 

les valeurs reelles ou imaginaires dont il. s'agit; et W une quantite 
reelle ou une expression imaginaire determinee par 1'equation 



Si dans la seconde des formules (i4) on suppose 

tt = -f-U, P = +V 
ou bien 

U=:-U, P = -V, 

on en tirera 

<*> -^ -H W. 

Si I'on y fait, au contraire, 

WznH-U, ^ = -V 

ou bien 

M = U, W = +V, 

on trouvera 

n=-W. 

De cette maniere on obtiendra pour les variables a, v, w quatre sys- 
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femes de valeurs propres a verifier les equations (14); et, si Fo 

represente par x Q9 cc { , o? 3 , x, les quatre valeurs correspondantes d 

1'inconnue 



x =1 a + 
on aura 



('7) 



a; 1= :-U-V-H W, 

^ 2= u-V-W, 



11 est aise de reconnaitre que ces quatre valeurs de x seront toute 
reelles, si 1'equation (16) a ses trois racines positives, ot toutes ima 
ginaires, si Fequation (16) a deux racines negatives inogalcs, tandi 
que deux valeurs seront reelles, et deux imaginairos, si ('equation (16 
a deux racines negatives egales, ou deux racines imaginaircs. 

Par la methode qu'on vient d'exposer, la resolution do 1'equa 
tion (12) se trouve ramenee a celle de Tequation (16). Cottc derniftrfi 
qu'on nomme la reduite, a necessairement pour racines cortaine 
fonctions des racines de la proposee. Si Ton vcut determiner ce 
fonctions, c'est-a-dire exprimer ^ { , s 2 , 5 3 par Ic moycn do a? , x^ x^ 
KS, il suffira d*observer que, U, V, W etant des valeurs particuliere 
de u 9 v, w, on a, en vertu des formules (i5), 



On tire d'ailleurs des equations (17) 

4U rzz^.ajj-i- o? 2 ^ 3 , 

4V = X G x l -h #3 ,-r 2 , 



On trouvera, en consequence, 
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II en resulte que z { , s*, :J sont, abstraction faite du coefficient nu- 

i /i\ 2 
merique 7 = l-\ , respectivement egales aux trois seules valeurs 

distinctes que presente le carre de lafonction lineaire 



lorsque dans cette fonction on echange entre elles les racines X Q , x l9 
x*i #3 de toutes les manieres possibles. Cette meme fonction lineaire, 
pouvant s'ecrire ainsi qu'il suit 



n'est evidemment qu'un cas particulier de la formule generale 

X Q 4- OLSC I -+- a-^? 2 4-- a 3 j? 3 , 

i 

lorsqu'on designe par a une des valeurs de P expression ((i))'* 
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CHAPITRE XL 

DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 



I. Decomposition d' une fraction rationnelle en deux autres fraction, 

de m&me espece. 

Prenons pour /(a?) et F(a?) deuxfonctions entieres de la variable x 



sera ce qu'on appelle une fraction rationnelle. Si Ton designe par m li 
degre de son denominateur F(#), 1'equation 

(j) F(a?)=o 

admettra m racines reelles ou imaginaires, egales ou inegales; et si 
en les supposant d'abord toutes inegales, on les represente par 



les facteurs lineaires du polynome F(a?) seront respectivement 

5f7 '^O? *^ "~~" "^j.* *-^ ~"~" l ^ > 2> * * '9 "^ tit I* 

Cela pose, faisons 

(2) F(a?) =.(x x^ 9 (a?) 

et 



PREMIERE PARTIE. CHAP1TRE XL 303 

cp(a? ) n'etant pas nul, la constante A restera fmie, et la difference 



9(5?) 9 (a?) 

s'evanouira pour # ~# . Par suite, il en sera de meme du polynome 

/(a;) A9(a?), 

et ce polynome sera divisible algebriquement par a? - o? ; en sorte 

qu'on aura 

/(#) A<p(#) =(J? a? )x(j?), 

(4) /(ar)=A9(a?)H-(a?-a? )x(o:), 

XX^O designant line nouvelle fonction entiere de la variable x. Si Ton 
divise par F(#) les deux" membres de cette derniere equation, en 
ayant egard a la formule (2), on en conclura 



Done, si Ton partage le polynome F(a?) en deux facteurs dont Tun 

f(x) 
soit lineaire, on pourra decomposer la fraction rationnelle ^rr en 

deux autres qui aient pour denominateurs respectifs les deux facteurs 
dont il s'agit, et dont la plus simple ait un numerateur constant. 

Concevons maintenant que Ton partage la fonction F(a?) en deux 
facteurs dont le premier, au lieu d'etre lineaire, corresponde a plu- 
sieurs racines de Tequation F(a?) = o. Prenons, par exemple, pour 
ce premier facteur le facteur du second degre 

et posons, en consequence, 

La fraction ^~ conservera une valeur fmie, non seulement pour 

9(a?) ^ ^ r 

x = a? , mais encore pour x = x { ; et, si Ton designe par u un poly- 
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nome du premier degre qui, dans Tune et 1'autre hypothese, devienne 

egal a ~~v on trouvera (Chapitre IV, I) 



(7) 



Le polynome ^ etant determine, comme on vient do le dire, liqua- 
tion 



a =. o 



ou 



comptera parmi ses racines x () et x { ; et par suite le polynome 



sera divisible par le produit 
On aura done 

< 8 ) f( x ) = u 9(^) + ( x ^o) (a? #1) x(# ), 



7/0?) designant une nouvelle fonction entiero do la variable x. Si Ton 
divise la derniere equation par F(a?), en ayant egard a la formule (6), 
on en conclura 



(9) 



On prouverait de meme qu'il suiSit de poser 



10) 



et 



(u) 
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pour obtenir une equation de la forme 

f(x) _ u l(^) 

FO) "~ (# x^(x x i }(x j? 2 ) ^ <p(a?/ 

etc. 

Ainsi generalement, lorsque I'equation F(a?) =o n'a pas de racines 
egales, si Ton partage le polynome F(a?) en deux facteurs dont le pre- 
mier soit le produit de plusieurs facteurs lineaires, la fraction ration- 
nelle ~~ sera decomposable en deux autres fractions de meme espece 
qui recevront pour d^nominateurs respectifs les deux facteurs ci- 
dessus mentionnes, et dont la premiere aura un numerateur d'un 
degre moins eleve que son denominateur. 

Je passe au cas oil Ton suppose que 1'equation F(a?) = o a des ra- 
cines egales. Soient, dans cette seconde hypothese, 

a, b, c, ... 

les diverses racines de cette meme equation, et designons par rri le 
nombre des racines egales a a; par m"le nombre des racines egales 
a b; par m'" le nombre des racines egales a c, etc. La fonction F(a?) 
sera equivalente au produit 

(a a)" 1 ' (x b) m " (x c)" tm , . . 
ou a ce produit multiplie par un coefficient constant, et Ton aura 

m f -f- m" + m!" -h . . . ~ m. 
Cela pose, faisons 



et 



) n'etant pas nul, la constante A restera fmie, et la difference 

/(*) A 

- - n. 
<?(&) 

OEuvrcsde C. S. II, t. HI. ^ ^9 
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s'evanouira pour x = a. On en conclura que le polynome 

f(oc] A 0(0?) 
est divisible par x a, et Ton aura, par suite, 

(i5) /(*) = A<p(tf) + (ar a)x(*), 

X(#) designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. Enfin 
si Ton divise par F(a?) les deux membres de 1'equation (i5) en ayani 
egard a la formule (i3), on trouvera 



On demontrerait, en raisonnant de la meme maniere, qu'il suffit d( 
poser 

(17) ^ (x) ^=. (x a} m ' (x b) m ' (x) 

et 



b a 

pour obtenir une equation de la forme 



IL Decomposition d'une fraction rationnelle, dont le denominateu 
est leproduit de plusieurs facteurs lineaires inegaux, en fractions, sim 
pies qui aient pour denominateurs respectifs ces m^mes facteurs lineaire 
et des numerateurs constants. 

Soit 



la fraction rationnelle que Ton considere; m le degre de lafonctio 
F(a?) f et 
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les racines de 1'equation 

supposees inegales. On aura, en designant par* un coefficient con- 
stant, 

et, en vertu des principes etablis dans le paragraphe qui precede, la 
fraction rationnelle ^~~ pourra etre decomposed en deux autres, 
dont la premiere sera de la forme 

Ao 



) 



A represeritant une constants, tandis que la seconde aura pour deno- 
minateur 

En decomposant cette seconde fraction rationnelle par la meme me- 
thods, on obtiendra : 

i Une nouvelle fraction simple de la forme 

At . 

y 

2 Une fraction qui aura pour denominateur 
En continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du polynome 



tous les facteurs lineaires qu'il renferme^; en sorte qu'on reduira defi- 
nitivement ce polynome a la constante k. Done, lorsque, par une suite 
de decompositions partielles semblables a celles que nous venons d'in- 

diquer, on aura extrait de la fraction J~( une suite de fractions sim- 

^ Fa? 
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pies de la forme 



le reste ne pourra etre qu'une fraction rationnelle a denominate 
constant, c'est-a-dire une fonction entiere de la variable x. En dei 
gnant par R cette fonction entiere, on trouvera 

(3) 



K (X) X #0 # - -3?! ^ #2 # - 3C,n-\ 

II reste maintenant a savoir quelles sont les valeurs des constantes 



Ces valeurs se deduiraient sans difficulte de la methode de decomp 
sition indiquee dans le I. Mais on parvient plus directement a le 
determination a Taide des considerations suivantes : 

Si Fon multiplie par F(a?) les deux membres de 1'equation (3), < 
en tirera 



(4) 



Si dans les deux membres de cette derniere formule on fait 

CC >- XQ r~" *J f 



la somme 



A 

A 2 ^ - 



-y ___ ff* f* *y <y - y* 

iZ/ "~~ jt< ^ t*/ ~~~ tX/ 2 x/ vx/ ^ _ j 

qui est evidemment un polynome en x divisible par x a? , prend 
la forme 

Z designant une fonction entiere de s, et Ton aura, par suite, 

17 / /v* i \ 

(5) /(; 
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Supposons maintenant que la substitution de x -+- z au lieu de x dans 
la fonction F(a?) donne generalement 

(6) F(*-t-*) = F(as) + 3F 1 (a:)-f-*F,(aj)-i-.... 

On en deduira 



et 1'equation (5) deviendra 

/(# + z) =A [F 1 (a; ) + sF 2 (a; )+...]-hsZ. 
Lorsqu'on fait dans cette derniere s = o, elle se reduit a 



et Ton en conclut 

(7) 



On trouverait, par un calcul entierement semblable, 



(8) 



Les valeurs qu'on vient d'obtenir pour 



sont evidemment independantes du mode employe pour la decompo- 
sition de la fraction rationnelle |r^; d'oii il resulte que cette fraction 
ne peut etre decomposee que d'une seule maniere en fractions sim- 
ples qui aient pour denominateurs les facteurs lineaires du polynome 
F(a?) avec des numerateurs constants. 

II est aise de voir comment Tequation (7) et la formule (3) du pa- 
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ragraphe precedent s'aecordent entre elles. En effet, F, (a? ) est ce qi 

devient le polynome 



lorsqu'on y fait s = o ou x = o? ; et par suite, si Ton pose 
(9) -F(a?) = (a? s? )<p(#) 

on aura 



Pour montrer une application des formules ci-dessus etablies, su| 
posons qu'il s'agisse de decomposer en fractions simples la fractio 
rationnelle 



n designant un nombre entier inferieur a m. On aura, dans ce cas pai 
ticulier, 



et, si Ton represente par h un nombre entier qui no surpasse pas 
les diverses racines de Tequation F(a?) = o, toutes inegales entr 
elles, seront comprises dans la formule 



_. . 

cos - it v i sin 



m v m 



Soital'une de ces racines, et cherchons le numerateur A de la fra< 
tion simple qui a pour denominateur cc a. Ce numerateur sera 



la valeur de F< (a) etant determinee par Fequation 
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et par consequent egale a ma m ~ { . On trouvera, par suite, 
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A = 



fjtl 



ma" 1 ** m 



Comme on a d'ailleurs 



2 /ITT , / 

COS V - J i 

m v 



on conclura de ce qui precede, en faisant, pour abreger, 



(n -4- I)TT 



(12) 



# i / j 



m 



cos 20 -4- \/ i si 



,# m i ?n\ x i 






2TT / . 27t '27T / . '2 71 

cos v i sm # cos H u i sm 

m m m m 

~ \/ i sin 4^ 






cos 4 9 + \/ i si 

4 71 y . U-'K U'/f. / . i 

x cos ~ v i sm - 1 x cos h v/ i SIQ 

m v /?z m 



On trouverait, en raisonnant de la meme maniere, 

cos Q H- v/ i si 



x n _____ ^ 
i /w -4- 1 m 



T: , . 7T 7T / . 7T 

)2 ? cos v ism x cos h v ism 

v v 



-f- 



cos30 + \/ r sin 30 

37T / .371 37T 

x __ cos - 1/_ r sm x cos 

m v m m 



. 3-71 

sm 



II est essentiel d'observer que la derni&re des fractions simples com- 
prises dans le second membre de 1'equation (12) ou (i3) sera, pour 
des valeurs paires de m, s'il s'agit de Tequation (12), et pour des va- 
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leurs impaires de m, s'il s'agit de liquation (i3), 



JO -H I 



Ainsi, par exemple, on aura 



2 V # i 



(16) 



2 V# I 



I 

' 4- I 



cos 5 4- v/ * sin - 

I I 6 o 



71 / 

cos TT v 



. 7t 



4- 



7T / . 71 7T / 

x cos -r y/~ J sin -r- ^ cos -^ 4- y i 



. 71 

ism 



On peut remarquer encore que, si dans les seconds membres des 6qi 
tions (12) ou (i3) on reunit par 1'addition deux fractions simples c 
respondantes a deux facteurs lineaires conjugues du binome a? m 
la somme sera une nouvelle fraction qui aura pour denominateur 
facteur reel du second degre, et pour numerateur une fonction r6 
et lineaire de la variable x. On trouvera, par excmple, en prenj 
n = o, m = 3, 



(17) 




- 2 



2,2? COS-x 4- I 



2 



3\^? 2 x 4- I #4-1 



II est facile de g6neraliser cette remarque ainsi qu'il suit. 

Supposons que, les fonctions entieres/(o?), F(a?) etant reelles, 
designe par 



deux racines imaginaires conjuguees de Fequation (i), ct pren 
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pour A et B deux quantites reelles propres a verifier la formule 



F, (a 



A 

A 



F,(V) representant toujours le coefficient de s clans le developpernent 
de (& -h 5). On aura necessairement 



et par suite, si Ton decompose la fraction rationnelle -jr~^> les deux 
fractions simples correspondantes aux facteurs lineaires conjugues 

seront respectivement 

_A."z.l^Eii^ ^JLv / z r L_ 

x a 6 \j i x a -h 6 \^~ i 

En ajoutant ces deux fractions, on obtiendra la suivante : 

(^0) : " >>-; ' 

; (<z a) 2 -+-b- 

Cette derniete, qui a pour numerateur une fonction reelle et lineaire 
de la variable x et pour denominateur un facteur reel du second degre 
du polynome F(a?), ne differe pas de la fraction 



(x~ o? ) (x xC) 

que renferme la formule (9) du paragraphe I, dans le cas oil J'on 
suppose 

XQ =. a. -h o y/~ i , 
OEuvres de C. S. il, t. III. 
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8 HI. __ Decomposition crime fraction rationnelle donnee en d'auti 
plus simples qm aient pour denominateurs respeciifs les factei 
lineaires du denominateur de la premiere, ou des puissances de < 
memes facteurs, el pour numerateurs des constanles. 



Soient 

/(_)_ 



la fraction rationnelle qae 1'on considere, m le degre du pel 

nome F(a?), et 

, b, c, . . . 

les diverses racines de Fequation 

(i) F(ar)=o. 

On aura, en designant par k un coefficient constant, et par m', n 
m", . . . plusieurs nombres entiers clont la somine sera egale a m, 



Cela pose, si Ton fait usage de la methodc exposec dans le pai 

fi^\ 
graphe I, on decomposera la fraction rationnelle - ~ en deux auti 

clont la premiere sera de la forme 



tandis que la seconde aura pour denominateur 

-Lkfl! ~ k(x a)'*'-* (x b) m " (x c)' n " 

En decomposant cette seconde fraction rationnelle par la 
methode, on obtiendra : i une nouvclle fraction simple 
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dans laquclle A< represcntera une constante; 2 une fraction qui aura 
pour denominateur 

k(x a) m '-*(x b) m " (x c}" 1 " 1 ____ 

En continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du poly- 
norne F(a?) les differents facteurs lineaires dont se compose la puis- 
sance (x rt) w/ ; et, lorsqu'on aura extrait de ^~ ~ une suite de frac- 

r (a:) 

lions simples de la forme 

A AI A. 2 A,,,' i 



a)" 



x a 



lo reste sera une nouvelle fraction rationnelle dont le denominateur 

se trouvera reduit a 

k(x b) m ' (x c) m * ---- 

Si dc ce reste on extrait une seconde suite de fractions simples de la 

forme 

B B B ? B^_i 



on obtiendra un second reste dont le denominateur sera 



Enfin, si Ton prolonge ces operations jusqu'a ce que le polynome F(o;) 
se trouve reduit a la constante k, le dernier de tous les restes sera une 
fonction rationnelle a denominateur constant, c'est-a-dire une fonc- 
tion entierc de la variable x. Appelons R cette fonction entiere. On 
aura definitivement pour la valeur de ^~j decomposee en fractions* 
simples 



(3) 



r.v.> + 



A, 



(as < 



(x- 



c t 



(x - , 
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A, A,, . . . , A^-_, ; B, B, , . . . , 1 & m "-^ ; C, C,, . . . , C w '--< ; . . . design 
des constantes que Ton peut facilement decluire des principes'expc 
dans le paragraphe I, ou calculer clirectement a Paide des considi 
tions suivantes. 
Faisons, pour plus de commodite, 

/ T> , B , B, , B,^ 



(4) 



4- 



- o) m ( J? b } " L ~ * x b 

c c r m 

_y ^l ^_m m i 

C\ni'" I -tn ft \ III'" J * /y ft 

I \ "^ " ^ / ^ ^-" 



Q 



(j? b) l " (x c)'"'"...' 

Q -sera une nouvelle fonction entiere de la variable x, et 1'equation 
deviendra 



Si Ton multiplie les deux membres de cette derniere par 



on en conclura 



(5) /(*) = [A + A 1 (*-a)+... + A w .- 1 (*-a^ 
et par suite, en faisant 
on trouvera 

*(6) /( H- 5) = (A -H A lS H 

Z designant la valour du polynome /^Q exprimee en fonction d< 
Supposons maintenant que la substitution de a?-hs, an lieu d< 
dans les fonctions/(o?) et F(a?), donne generalement 



(7) 
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On aura, en prenant x = a -t- 5, et observant que le developpement do 
la fonction 



(10) 



doit etre divisible par (x a) m ' = s m ' 9 

( f(a + s)-f(a) + sf l (a)+-s-ft(a)+... 9 

I F(a H- 5) = [F^(a>H- sF^!(a) + s 2 F w ^(a) +. . .>'; 

(9) F(fl)=o, F,(a) = o, ..., F w ^(a)=o. 

Cela pose, la formule (6) se trouvera reduite a 

= ( A -H A! 5 -t- A 2 s 2 +-. . .) [F W '(a) -h 5 F^+^a) 4- s 2 F m - +2 ( a) n- . . .] H~ - ; 

et Ton en tirera, en egalant dans les deuxmembres les coefficients des 
puissances semblables de s 9 

If (a) ^A F m ^(fl), 
/,(rt)=A 1 F^(a)-^A F m . +1 (fl), 
/ 2 () = A 2 F /;i '(a) + A, F m - +1 () -h AF /W ' +2 (a), 



On trouvera par un calcul entierement semblable 



/(c)=CF.(c), 



Ces diverses equations suffiront pour fixer completement les valeurs 
des constantes A, A u A 2 , . . ., B, B { , B 2 , ..., C, C,, C 2 , Elles don- 
neront, par exemple, 

A - f(a] 

/\. ~ ~~ ~ ) 

A - /i(aO--AF ; ,,.. M (a) 
Al ~ F m -(a) 

Ao "^ ~ 75 7~~~\ ' 
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Les constantes ainsi determinees etant evidemment independantes ( 

mode employe pour la decomposition de la fraction rationnelle ~^- 

ii. { SC 

il en resulte que cclte fraction est decomposable d'une maniere seul 
ment en fractions simples de la forme de celles que renferine le seeoi 
membre de Fequation (3). 

II est aise de voir que la premiere cles equations (i3) s'accorde av 
la formule (i/i) du paragraphe I. En effet, la quantite F /M -(0) est 
que devient le polynome 



m /; . m . . . 

- V ^ 

lorsqu'on y fait z = o ou x ~ a; et par suite, si Ton pose 

04) F(a?) = (a?-a)''9(30, 

on aura 

F 7/I .(fl) 

- 



Dans le cas ou, les fonctions /(a?) et F(#) etant reelles Tune 
1'autre, 1'equation F(#) = o admet /w' racines egales a a H- S \/ i , 
meme equation admet encore m r racines egales conjuguees aux pr 
mieres, etpar consequent representees par 

a 6 v 7 ! . 

Dans cette hypothese, si, apres la decomposition de la fraction ratio 
nelle 



on reunit deux a deux les fractions simples qui ont pour denomin 
teurs 

( x _ a _ g ^ [)'' et (* - a -H 6 y 717 ')^ 
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enfin 

x a g y/ i QI x a H- 8 v/ i , 

les differentes sommes obtenues seront des fractions reelles et ration- 
nelles qui auront pour denominateurs respectifs 



(x a) 2 H- 6-, 

et dont le systeme pourra etre remplace par une suite d'autres frac- 
tions qui, avec les memes denominateurs, auraient pour numerateurs 
des fonctions reelles et lineaires de la variable x. Au reste, il est 
facile de calculer directement cette nouvelle suite de fractions, en 
commencant par celles qui correspondent aux plus hautes puissances 
( le ( x __ a )a _!_ ga e cherchons, par exemple, celle qui a pour denomi- 
nateur 

[( X - a ) -i- 6 S ]'"'= Or - a - 6 \f^~i) m ' (a: - a H- S V/ 1 ^)"'- 



D'apres les principes etablis dans le paragraphs I, elle sera 



pourvu que Ton fasse 



et 

, N F 

(18) < P^) = [(^-a 

Ajoutons que, si dans la formule precedente, on pose successivement 

x = a 4- 6 y/^1 + s, a? = a 6 y/ i -h s, 
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on en conclura, cu egard a la seconde des equations (8), 



(a + 6 /=7 +-}- F'-'-a 
A V 



sF,,,^. (oc + 6 y/-0 



? ta-6 V /_j 

et, par suite, 

('9) 
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CHAPITRE XII. 

DES SERIES RtiCUURENTES. 



I. Considerations generates sur les series recurrentes. 

Une serie 
(0 a Q , ajtf, 



ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres de la va- 
riable x, est appelee recurrence, lorsque dans cette serie, consideree a 
partir (Tun terme donne, le coefficient d'une puissance quelconque de 
ia variable s'exprime en fonction lineaire des coefficients des puis- 
sances inferieures pris en nombre fixe, en sorte qu'il suffise de re- 
courir aux valeurs de ces derniers coefficients pour en deduire celui 
que Ton chorche. Ainsi, par exemple, la serie 

(2) r, 2#, 3^? 2 , ..., (n-^i)x n j 

est recurrente, attendu que, si Ton fait 

a n =n + i, 

on aura constaniment, pour des valeurs de n superieures a Funite, 

(3) a n = 2a^_! a^-2- 

En general, la serie (i) sera recurrente, si, pour toutes les valeurs de 
n superieures a une certaine limite, les coefficients 



de plusieurs puissances consecutives de x se trouvent lies entre eux 

ORuvre* de C. S. II , t. IU, 4 1 
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par une equation du premier degre. Soit 

(4) ka n - m + la n -. m +i + . . . H- pa n ^ -+- ga fl = o 

Fequation dont il s'agit, k,l,...,p,g designant des constantes d6te 
minees. La suite cle ces constantes formera ce qu'on appelle Veche 

de relation de la serie, echelle dont les constantes elles-memes sero 

/ 
les differents termes. 

Dans la serie (i), supposee recurrente, la variable x et les coef 
cients , a,, <2 2 , . .., a^ peuvent etre ou des qaantites reelles, ou d 
expressions imaginaires. Cela pose, representons par p n le module < 
Texpression a n , et par consequent la valeur numerique de cette e 
pression, lorsqu'elle est reelle. On conclura immediatemcnt des pri 
cipes etablis dans les Chapitres VI et IX que la serie (i) sera tant 
convergente, tantot divergente, suivant que le module ou la valei 
numerique de x sera inferieur ou superieur a la plus petite des limit 

vers lesquelles converge, tandis que n croit indefiniment, I'expre 

i 

sion (p)". 

II. Developpement des fractions ratio nnelles en series recurrente 

Toutes les fois qu'une fraction rationnello petit se developper i 
serie convergente ordonnee suivant les puissances asccndantes 
entieres de la variable, cette serie est en meme temps recurrent 
ainsi qu'on va le faire voir. 

Considerons d'abord la fraction rationnelle 



dans laquelle a, A designent deux constantes reelles ou imaginaire 
et m un nombre en tier. Elle pourra se mettre sous la forme 
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et sera developpable, aussi bien que 1'expression 
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x 
a 



en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
entieres de la variable x 9 si la valeur numerique du rapport - sup- 
pose reel, ou le module du meme rapport suppose imaginaire, est une 
quantite comprise entre les limites o et i. Cette condition sera rem- 
plie, si le module de la variable x, module qui se reduit a la valeur 
numerique de la meme variable quand celle-ci devient imaginaire, est 
inferieur au module de la constante a; et Ton aura, dans cette hypo- 
these, 



(2) 



m 



i a 1.2 

I. 2. 3. ..(m-l) 



_ 

i . 2 . 3 . . . ( m i ) 






i . 2 . 3 . . . ( /ft i ) a 

3.4-5. . .(m -+-i) x- 
i . 2 . 3 . . . ( //i i ) a 2 



On trouvera par suite 



_/ N 
~' 



Kx 



j . 2 



a m 



et si Ton fait, pour abreger, 



(4) 



m A 



on obtiendra Tequation 
A 



(5) 



(x - a)'- 
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et generalement ' 









II est essentiel de remarquer que 1'equation (9) a lieu seulement pour 
des yaleurs entieres de n egales ou superieures a m, et qu'elle doit 
etre remplacee, lorsqu'on suppose n <m, par Tune des formules (8). 
De plus, comme 1'equation (9), etant lineaire par rapport aux con- 
stantes 

^> &n 1> &n 2> > &n,m9 

donnera pour la premiere de ces constantes une fonction lineaire de 
toutes les autres, il en resulte que, dans la serie 

(10) , a v 3C, a 2 a? 2 , ..., a n x n , ... 

consideree a partir du terme a m x m , le coefficient d'une puissance 
quelconque de oc s'exprimera en fonction lineaire des coefficients des 
puissances inferieures pris consecutivement et en nombre egal a m. 
Cette serie sera done Tune de celles que nous avons nominees recur- 
rentes. 

Parmi les diverses formules particulieres qu'on peut deduire de 
1'equation (3), il estbon de remarquer celles qui correspondent aux 
deux suppositions m = i 9 m = 2. On trouve, dans la premiere hypo- 
thfese, 



a 



et, dans la seconde, 



Les deux formules precedentes, dont la premiere determine la somme 
d'une progression geometrique, subsistent, ainsi que 1'equation (3), 
toutes les fois que le module de x est inferieur au module de.a. 
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Concevons maintenant que Ton multiplie les deux membres de 1'equa- 

tion precedente par (a - x} m ; on en tirera 



(6) 



T 



* 2 






-J 



1 4- . . -) 



m 
i 



x - 



I .2 



ou, ce qui revient au meme, 



(7) 



[ 
a m a ^ 



( ;?i i ) >M _ 1 
L. - i a m~2 ao ( 



[m . 
a m a n Y a^-'on-t 



. 1 

n ^ . . . a^ 



Cette derniere formule devant subsister toutes les fois que le module 
de la variable x est inferieur au module de la constante a, par conse- 
quent toutes les fois que Ton attribue a x une valeur reelle peu diffe- 
rente de zero, on en conclura, par des ratsonnements semblables a 
ceux que nous avons employes pour demontrer le theoreme VI clu 
Chapitre VI ( IV), 



(8) 



I .2 
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el gonoralomont 



II est essential do remarquer quo Pequation (9) a lion seulemont pour 
ties valours out lores do // cgalos on supcricurcs a m, ct qu'elle doit 
efre rontplactV, iorsqu'on suppose n <w, par Puno dcs formules (8). 
Do plus, cnmmo {'equation (<)), etant lineaipc par rapport aux con- 
stanlos 

" "/I---1* ^--a ^/l WM 

donnora pour la promioro do o.os o.onstantos uuo (onction lineairo do 
H IOH atitros, il on rosulte quo, dans la serio 



(iti) n lls //i*r, f*t*** 1 ... fl tt T w , ... 

eonsidi'roi' a partir dtt forme a m jp m , lo coefficient (Puno puissance 

quelrtiiujut* do ;r s'exprimcra onfonolion lineairc dos coefficients dos 
putHsani'es iiiioriouros pris consoeutivomont ct on nombrc egal a m. 
(lotto sorio sera done. Puno do eelles quo nous avons nominees rdcur- 
mites. 

hirtni IOH divorses fcinitulos particulifercs qu'on pent deduire do 

ft A * 

IVquation (3) f il ost hon do romarquor cellos qui correspondent aux 
deux Kuppostiions m i, m -- a. On trouvo, dans la prcmiferc hypo- 

A ( A A r-H Ar 8 ^. ^ 

H, dans la si*ondo. 

I.OH deux fontiulos preei f ulentes f dont la premiere determine la sommc 
d'uno prcigrossicHt geoiiitUriquo, subsistont, ainsi quo Pequation (3), 
IOH foia quo lu module tie x ost infcricur an modulo do a. 
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Lorsque dans 1'equation (12) on fait en meme temp's 

A = i, a = i 9 
on obtientla suivante 



qui a pour second membre la somme de la serie (2) ( I), et suppose 
le module de oc inferieur a 1'unite. 
Considerons maintenant une fraction rationnelle quelconque 



04) 



/(a?), F(o?) etant deux fonctions entiercs de la variable x. Represen- 
tons par a 9 b, c, ... les diverses racines de 1'equation 

(i5) F(3j)i=o, 

par m! le nombre des racines egales a 'a, par m" le nombre des racines 
egales a J, par m" f le nombre des racines egales a c, . . ., et par k le 
coefficient de la plus haute puissance de x dans le polynome F(a?), en 
sorte qu'on ait 

(T fi ^ 17 ( <v \ lc ( i* - /y\m r f sy* , J-\ \tn" ( /y* - p \?u'" 
I U ) \<JL> ) A ^ JU Cl, J {uLf U ) ^ x> C ) .... 

La methode exposee dans le Chapitre precedent fournira, pour la de- 
composition de la fraction rationnelle ^^ en fractions simples, une 
equation de la forme 



('7) 



' i 



F(a?) 



a? a)" L (x- 
B 





(of b)" L " "*" (x 

C 



A, A ..., B, B ..., C, C,, ..., etc.,designant des constantes determi- 
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nees, et R une fonction entiere de x qui s'evanouira lorsque le degre 
du polynome /(a?) sera inferieur a celui du polynome F(a?). Cela 
pose, concevons que le module de la variable x soit inferieur aux mo- 
dules des diverses racines a, 6, c, . . ., et par consequent au plus petit 
de ces modules. On pourra developper chacune des fractions simples 
que renferme le second membre de 1'equation (17) en une serie con- 
vergente ordonnee suivant les puissances asce^ndantesde la variables; 
puis, en ajoutant les developpernents ainsi formes au polynome R, on 
obtiendra une nouvelle serie convergente toujours ordonnee suivant 
les puissances ascendantes de x, et dont la somme sera equivalente a 

la fraction rationnelle ^7 y Soit 



(18) a , 

la nouvelle serie dont il est ici question. La formule 

(19) 



subsistera toutes les fois que cette nouvelle serie sera convergente, 
c'est-a-dire toutes les fois que le module de la variable x sera inferieur 
au plus petit des nombres qui servent de modules aux racines de 
1'equation (i5). J'ajoute que la serie (18) sera toujours une serie 
recurrente. C'est ce que Ton prouvera aisement ainsi qu'il suit. 

Designons par m la somme des nombres entiers 772", m", m" r , . . ., ou, 
ce qui revient au meme, le degre du polynome F(a?), et faisons, en 
consequence, 

(20) F(j?) = kx m + lx m ~ l + ... + px H- q, 

k, /, ...,/?, q representant des cofistantes reelles ou imaginaires. 
L'equation (19) deviendra 

(21) - - - - J\ x > 
v ; m rn ~ l 



Apres Tavoir mise sous la forme 

(22) /(#) (q 
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on en tirera, en developpant le second membre comme on 1'a fait pour 
1'equation (6), 



(28) < + (ga m -4- pa m ^^r. . .-+- la l -{- ka Q ) x m -+-... 

! H-. ..H- te- /n+i H-*0-w)# n 4- ---- 



Cette derniere formule devant subsister tant que le module de la va- 
riable x est inferieur aux modules des constantes a, b, c, . .., on de- 
montrera, par des raisonnements semblables a ceux dont nous avons 
fait usage pour etablir le theoreme VI du Chapitre VI ( IV), que les 
coefficients des puissances semblables de x dans les deux membres 
sont necessairement egaux entre eux. 11 en resulte : i que les coeffi- 
cients des diverses puissances de x dans les differents termes clu poly- 
nome/(o;) sont respectivement egaux aux coefficients des memes puis- 
sances dans la serie dont la somrxie constitue le second membre de 
1'equation (28); 2 que dans cette serie les coefficients des puissances 
dont 1'exposant surpasse le degre du polynome/(o7) se reduisent a 
zero. D'ailleurs, si Ton considere un terme de la serie dans lequel Tex- 
posant n de la variable x surpasse le degre du polynome f(x), et soit 
en meme temps egal ou superieur a m, ce terme sera de la forme 



Done, toutes les fois que la valeur de n, etant superieure au degre du 
polynome /(a?), sera de plus egale ou superieure au degre m du poly- 
noine F(o?), les coefficients 



se trouveront assujettis a 1'equation lineaire 

( 2 4) ga n +pa n -i -4- . . . H- la TMn ^ -+- ka >l _ m = o ; 

et par suite, pour une semblable valeur de n, le coefficient a n de la 
puissance x n s'exprimera en fonction lineaire de ceux des puissances 
inferieures prises consecutivement au nombre de m. La serie (;8) 
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sera done Tune cle celles que Ton nomme recurrent^. Son echelle de 
relation se composora des constantes 

^ * --/?, g, 

respectivcment egales aux coefficients des diverses puissances de x 
dans Ic polynome F(a?). 

Parmi Ics series qui represented les developpements des fractions 
renfermees dans Ic second membre de la formule (17), et qui sont 
toutes convergentes dans le cas oil Ic module de la variable x reste 
inferieur aux modules des diverses racines de 1'equation (10), Tune 
an moins devicndrait divergcnte si le module de la variable venait a 
surpasscr celui do quclque racine. Par suite, la serie (18), toujours 
convergentc dans le premier cas, sera divergence dans le second. 
D'autre part, si Ton fait croitre indefiniment le nombre entier /?, et 
si Ton designe par p n le module du coefficient a n dans la serie (18), 
cetto serie sera convergente ou divergente (voir le I) suivant que le 

modulo de x sera inferieur ou superieur a la plus petite des limites 

_-L 
de (p rt ) " . Comme les deux regies cle convergence que nous venous 

d'enoncer doivent necessairement s'accorder entre elles, on peut con- 
clure que le plus petit des modules qui correspondent aux racines de 

I' equation (t 5) est precisement egal a la plus petite des limites de Vex- 

_ i 
pression (p,,) n . 

Lorsque les deux fonctions/(a?), F(a?) sont reelles, le coefficient a n 
Test aussi, ot son module p w ne differe pas de sa valeur numerique. Si 
dans la meme hypothese 1'equation F(a?) = o n'a que des racines 
reelles, la racine qui ura la plus petite valeur numerique sera, 

d'apres ce qu'on vient de dire, egale (au signe pres) a la plus petite 

_ i 
des limites de (p ;i ) ". Enfin, si le rapport -^- converge vers une 

limite fixe, on pourra la substituer (Chap. II, III, theoreme II) a 

i 

la limite cherchee de Texpression (p)""". Cette remarque conduit a la 
regie qu'a donnee Daniel Bernoulli pour determiner numeriquement 

QEuvrcs de C. S. II, t. III. ^ 2 
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la plus petite (abstraction faite du signe) de toutes les quantites qui 
represented les racines supposees reelles d'une equation algebrique. 

III. Sommation des series recurrentes, et fixation 
de leurs termes generaux. 

Lorsqu'une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de la 
variable x cst a la fois convergente et recurrente, elle a toujours pour 
somme une fraction rationnelle. En effet, soil 

(i) a , a^x, a*x~, ..., a n x n , ... 

une scmblable serie, et supposons que, pour des valours de n su-pe- 
rieures a une certaine limite, le coefficient a a de la puissance a/ 1 soit 
determine, en fonction lineaire des coefficients des puissances infe- 
rieures pris en nombre egal a n, par une equation de la forme 



( 2) ka n ~ m -+- la n - m + } 4- ... ~^pa n .. { -+- qa n = o, 

en sorte que les constantes 



forment Fechelle de relation de la serie. Si Ton multiplie la somme de 

cette serie, savoir 

a fl H- a i x + a* x- -\- . . . 

par le polynome 

kx m -+- ljc m ~ l -h. . .-+- px 4- q, 

le produit obtonu sera la somme d'une nouvelle serie clans laquelle 
le coefficient de x n , calcule commc dans le Chapitre VI ( IV, theo- 
reme V), s'evanouira pour des valeurs de n superieures a la limite 
assignee. En d'autres termes, le produit dont il est question sera ura 
nouveau. polynome d'uh degre marque par cette limite. Si Ton design 'e 
ce nouveau polynome par /(x), on aura 

(3) f(x] -=.(kx ta -+- ljc m ~ ] -h. . .H-/? J? -h 7) 
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el, par suite, 



* -K . . = 



Done toutc serie qui, ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
entieres de la variable x, est a la fois convergente et recurrente, a 
pour somme une fraction rationnelle, dont le denominates est un 
polynome dans lequel les puissances successives de x ontpour coef- 
ficients les differents termes de 1'echelle de relation de la serie. 

Lorsqiic^ pour faire connaitre une serie recurrente on donne seule- 
ment ses premiers termes et 1'echelle de relation qui sert a deduire 
des premiers termes tous ceux qui les suivent, on .determine sans 
poine, a Faide de la methode que nous venons d'indiquer, la frac- 
tion rationnelle qui represente la somme de la serie dans le cas oil 
elle demeure convergente. Cette fraction rationnelle etant calculee, 
on pourra lui substituer une somme de fractions simples augmentee, 
s'il y a lieu, cl'une fonction entiere de la variable x; et, si Ton cherche 
ensuite les series recurrentes qui, pour des valeurs de x convenable- 
ment choisies, expriment les developpements des fractions simples 
dont il s'agit, on obtiendra, en ajoutant les termes generaux de ces 
memes series, le terme general de la serie proposee. 



NOTES. 



NOTE I. 

SU11 LA THEORIE DES QUANTITES POSITIVES ET NEGATIVES. 



On a beaucoup dispute surla nature des quantites positives on negatives, 
et Ton a donn6 a ce sujet diverses theories. Celle que nous avons adoptee 
(voir les Preliminaires, pages 2 et 3) nous parait la plus propre a eclaircir 
toutes les difficult^. Nous allons d'abord la rappeler en peu de mots. Nous 
montrerons erisuite comment Ton en deduit la regie des signes. 

De meme qu'on voit 1'idee de nombre naitre de la mesure des grandeurs, 
de meme on acquiert i'idee de quantit (positive ou negative) lorsque Ton 
considere chaque grandeur d'une espece clonnee comme devant servir a Tac- 
croissement ou k la diminution d'une autre grandeur fixe de meme espece. 
Pour indiquer cette destination, on represente les grandeurs qui doivent 
servir d'accroissements par des nombres precedes du signe -f-, et les gran- 
deurs qui doivent servir cle diminutions, par des nombres precedes du 
signe . Cela pose, les signes -h ou plac6s devant les nombres peu- 
vent etre compares, suivant la remarque qui en a ete faite ('), a des 
adjectifs places aupres de leurs substantifs. On designe les nombres pre- 
cedes du signe H- sous le nom de quantites positives, et les nombres 
precedes du signe - sous le nom de quantites negatives. Enfin, Ton est 
convenu cle ranger les nombres absolus qui ne sont precedes d'aucun signe 
dans la classe des quantites positives; et c'est pour cette raison qu'on se 
dispense quelquefois d'^crire le signe + devant les nombres qui doivent 
representer des quantits de cette espece. 

Eri Arilbm6lique, on op&re tou jours sur des nombres dont la valeur par- 
ticuliere est connue, et qui sont par consequent donnes en cbiffres; tandis 
que clans TAlgebre, ou Ton considere les proprietes generales des nombres, 

( ' ) Transactions philosophiques, ann6e 1 806. 
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on represente ordinairement ces memes nombres par des lettres. Une quan- 
tite se trouve alors expriniee par line letlre pr6cedee du signe n- ou . Au 
reste, rien n'empeche de representer les quantites par de simples lettres 
aussi bien que les nombres. (Test un artifice qui augmente les ressources de 
1'Analyse; mais, lorsqu'on veut en faire usage, il est necessaire d'avoir 6gard 
aux conventions suivante.s. 

Comme, clans le cas ou la lettre A represente un nombre, on pent, d'apr&s 
ce qui a ete dit ci-dessus, designer la quantite positive dont la valeur nume- 
rique est egale a A, soit par ~hA, soit par A settlement, tandis que A 
designe la quantite opposee, c'est-a-dire la quantite negative dont A est la 
valeur numerique : amsi, dans le cas ou la lettre a represente une quantitfi, 
on regard e comme synonymes les deux expressions a et -h a, et Ton d6signe 
par a la quantite opposee. 

D'apres ces conventions, si Ton represente par A soit un nombre, soit une 
quantite quelconque, et que Ton fasse 

a = 4- A, &= A, 

on aura 

4- a ~ ~h A, -h b = A, 

- a ~- - A, b zn -+- A . 

Si clans les quatre dernieres equations on remet pour a et b leurs valeurs 
entre parentheses, on obtiendra les formules 

( +(4. A) =4- A, H-(-A)=-A, 
I (+A)= A, ( A)=-f-A. 

Dans chacune de ces formules le signe du second membrc est ce qu'on appelle 
le produit cles deux signes du premier. Multiplier deux signes Fun par 1'autre, 
c'est former leur produit. L'inspection seule des equations (j) suffit pour 6ta~ 
blir la regie des signes, comprise dans le th6oreme que je vais 6noncer. 



I. Le produit de deux signes semblables est toujours -h, et te 
produit de deux signes opposes esl toujours . I 

II suit encore des mSmes equations que ie produit de deux signes, lorsque 
Tun des deux est +, reste egal a Fautre. Si done on a plusicurs signes h 
multiplier entre eux, on pourra faire abstraction dc tous les signes 4-. De 
cette remarque on deduit facilement les propositions suivantes : 

II. Si Von multiplie plusieurs signes les tins par les autres 
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dans un ordre quelconque, le produit sera to uj ours 4-, lorsque les signes 
seront en nombre pair, et le produit sera , dans le cas contraire. 



III. Le produit de tant de signes cjue Von voudra reste le 
meme, dans quelque ordre qu'on les muttiplie. 

One consequence immediate des definitions qui precedent, c'est que la mul- 
tiplication des signes n'a aucun rapport avec la multiplication des nombres. 
Mais on n'en sera point etonne, si Ton observe que la notion clu produit 
de deux signes se presente des les premiers pas que Ton fait en Analyse, 
puisque dans Taddition ou la soustraction d'un monome on multiplie reelle- 
ment le signe de ce monome par le signe 4- ou . 

En partant des principes que nous venous d'etablir, on levera faciiement 
toutes les clifficultes que pent offrir Temploi des signes -h et dans les ope- 
rations cle 1'Algebre et de la Trigonometric. Seulement il faudra distinguer 
avec soin les operations relatives aux nombres de celles qui se rapportent 
aux quantites positives ou negatives. On devra surtout s'attacher a fixer 
d'une maniere precise ie but des unes et des autres, a defmir leurs resul- 
tats et a en montrer les propri6tes principales. C'est ce que nous allons 
essayer de faire en peu de mots, pour les diverses operations que Ton a cou- 
tume d'executer. 

ADDITION ET SOUSTRAGTION. 

SOMMES KT DIFFERENCES DES NOMBRES, Ajouter au nombre A le nombre B on, 
en d'autres termes, faire subir au nombre A Faccroissement 4- B, c'est ce 
qu'on appelle faire une addition arithmetique. Le r6sultat de cette operation 
s'appelle som/ne. On I'indique en plagant a la suite clu nombre A son accrois- 

sement 4- B, ainsi qu'il suit : 

A4-B. 

On ne demontre pas, mais on admet comme evident que la somme de plu- 
sieurs nombres reste La meme dans quelque ordre qu'on les q/oute. C'est un 
axiome fondamental sur Jequei reposent 1'Arithmetique, 1'Algebre et toutes 
les sciences cle calcul. 

La soustraction aritlimetique est 1'inverse de I'addition. Elie consist e a 
retrancher d'un premier nombre A un second nombre B, c'est-a-dire a cber- 
cher un ti'oisieme nombre C qui, ajout6 au second, reproduise le premier. 
C'est la aussi ce qu'on appelle faire subir au nombre A la diminution B. 
Le resultat de cette operation se nomme difference. On Tindique en plagant 
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a la suite du nombre A la diminution B, ainsi qu'il suit : 

A-B. 

Quelquefois on designe la difference A ~- B sous le nom d'exces, ou de reste, 
outle rapport arithmetique entre les deux nombres A et B. 

SOMMES ET DIFFERENCES DES QUANTITES. Nous avons expliqu6 dans les pr61i~ 
minaires ce que c'est qu'ajouter deux quantites entre elles. En ajoutant plu- 
sieurs quantites les unes aux autres, on obtient ce qu'on appelle leur somme. 
II est facile de demontrer, en s'appuyant sur 1'axiome relalif & 1'addition des 
nombres, la proposition suivante : 

THEOREMS IV. La sornmc de plusieurs quantites reste la merne, dans 
quelque ordre qu'on les ajoute. 

On indiquc la somme unique de plusieurs quantites par Ja simple juxta- 
position des lettres qui representent soit leurs valeurs numeriques, soit les 
quantites elles-memes, chaque lettre etant precedee du signe qu'elle doit 
avoir pour rester ou devenir propre a exprimer la quantite correspondante. 
Les differentes lettres peuvent d'ailleurs etre clisposees dans un ordre quel- 
conque, el il estpermis de supprimer le signe -+ devant la premiere lettre. 
Consicl6rons, par exemple, les quantites 

a, b, c, . . . , /, g, /z, ---- 
Leur somme pourra etre representee par I'expression 
af g 4- 1) k -t c -t- . . . . 
Bans une semblable expression, chacune des quantites 



est ce qu'on appelle un mondme. L'expression elle-memc est un polyndme 
dont les monomes en question sont les diflerents termes. 

Lorsqu'un polyn6me renterme setilement deux, trois, quatre, . . . termes, 
il prend le nom de binome, trinome, quadrindme, .... 

On prouve aisement que deux polynomes dont tons les termes sorit egaux 
et de signes contraires representent deux quantites opposees. 

La difference entre une premiere quantite et une seconde, c'est une troi- 
sieme quantite qui, ajoulee \ la seconde, reproduit la premiere. En partant 
de cette definition, on d6montre que, pour soustraire d' une premiere cjuan- 
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tile a une seconds quantite b, il suffit d'ajouter a La premiere la quantite 
opposee a b, c'est-a-dire b. On en conclut que la difference des deux quan- 
tit6s a et b doit etre representee par 

a-b. 

JVota. La soustraction <tant 1'inverse de Faddition peut toujours s'indi- 
quer de deux manieres. Ainsi, par exemple, pour exprimer que la quantite c 
est la difference des deux quantits a et b, on peut ecrire indifF6remment 

a b = c ou a 4- c. 



MULTIPLICATION ET DIVISION. 

PRODUITS ET QUOTIENTS BBS NOMBRES. Multiplier le nombre A par le nombre B, 
c'est op^rer sur le nombre A precis6ment comme on opere sur Funit6 pour 
obtenir B. Le r6sultat de cette operation est ce qu'on appelle le produit de A 
par B. Pour bien comprendre la definition pr6c6dente de la multiplication, 
il faut distinguer clifferents cas suivant Fesp^ce du nombre B. Or ce nombre 
peut etre tantftt rationnel, c'est-a-dire entier on fractionnaire, tantdt irra- 
tionnel, c'est-a-dire non rationnel. 

Lorsque B est un nombre entier, il suffit, pour obtenir B, d'ajouter Tunite 
plusieurs fois de suite & elle-m&me. II faudra done alors, pour former le pro- 
duit de A par B, ajouter le nombre A & Iui-m6me un pareil nombre de fois, 
c'est-a-dire faire la somme d'autant de nombres 6gaux h A qu'il y a d'unit6s 
dans B. 

Lorsque B est une fraction qui a pour num6rateur m et pour d6nomina- 
teur n, reparation par laquelle on parvient au nombre B consiste & partager 
Funite en n parties 6gales et h r6peter m fois le r6sultattrouve. On obtiendra 
done alors le produit de A par B, en partageant le nombre A en n parties 
6gales, et r6p6tant 1'une de ces parties m fois. 

Lorsque B est un nombre irralionnel, on peut en obtenir en nombres 
rationnels des valeurs de plus en plus approchees. On fait voir ais6ment 
que dans la mme bypothese le produit de A par les nombres rationnels 
dont il s'agit s'approche de plus en plus tfune certaine limite. Cette limite 
sera le produit de A par B. Si Ton suppose, par exemple, B = o, on trouvera 
une limite nulle, et Ton en conclura que le produit d'un nombre quelconque 
par z6ro s'6vanouit. 

Dans la multiplication de A par B, le nombre A s'appelle multiplicande, et 

OEuvres de fc. ? S. II, t. III. 43 
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le nombre B multiplicateur . Ces deux nombres sont aussi designes conjoin- 
ternent sous le norn de facteurs du produit. 

Pour indiquer le produit de A par B, on emploie indifferemment 1'une des 
trois notations suivantes : 

BxA, B.A, BA. 

Le produit de plusieurs nombres reste le meme dans quelque ordre qu'on 
les multiplie. Cette proposition, lorsqu'il s'agit de deux ou trois facteurs 
entiers seulement, se cleduit de Faxiome relatif a I'addition des nombres. 
On peut ensuite la dmontrer successivement : i pour deux ou trois fac- 
teurs rationnels; 2 pour deux on irois facteurs irrationnels; 3 enfm pour 
un nombre quelconque de facteurs rationnels ou irrationnels. 

Diviser le nombre A par le nombre B, c'est cbercher un troisieme nombre 
clont le produit par B soit egal a A. L'operation par laquelle on y parvient 
s'appelle division, et le r6sultat de cette operation quotient. De plus, le 
nombre A prend le nom de dividende, et le nombre B celui de diviseur. 

Pour indiquer le quotient de A par B, on emploie a volonte Tune des deux 
notations suivantes : 

5' A:B - 

Quelquefois on designe le quotient A : B sous le nom de rapport ou raison 
geometrique des deux nombres A et B. 
L'egalite de deux rapports gdJometriques A : B, C : D ou, en d'autres termes, 

liquation 

A:Br=C:D 

est ce qu'on appelle tine proportion geometrique. Ordinairement au lieu du 
signe =. on emploie le suivant :: qui a la meme valeur, et Ton ecrit 

A:B::C:D. 

Nota. Lorsque B est un nombre entier, diviser A par B, c'est, d'apres 
lia definition, chercher un nombre qui, rep6t6 B fois, reproduise A. C'est 
done partager le nombre A en autant de parties gales qu'il y a d'unit6s 
dans B. On conclut facilement de cette remarque que, si m et n c!6signent 
deux nombres entiers, la /i^ me partie de I'unit6 devra etre repr<sent6e par 

i 

n ' 



NOTE I. 339 

et la fraction, qui a pour numerateur m et pour denominates , par 



m x - 
n 



Telle est, en effet, la notation par laquelie on doit naturellement designer la 
fraction dont il s'agit. Mais, comme on prouve aisement que le produit 



m x 
n 



est Equivalent au quotient de m par n, c'est-a-dire a , il en resulte aue la 

n * 

meme fraction peut Eire representee plus simplement par la notation 



m 
n 



PUODUITS ET QUOTIENTS DBS QUANTITES. Le produit d'une premiere quantite 
par une seconde est une troisieme quantite qui a pour valeur numerique le 
produit des valeurs num6riques des deux autres, et pour signe le produit de 
leurs signes. Multiplier deux quantites Tune par 1'autre, c'est former leur 
produit. L'une des deux quantit6s s'appelle multiplicateur, 1'autre multipli- 
cande, ct toutes les deux conjointement facteurs du produit. 

Ces definitions etant admises, on etablira facilement la proposition sui- 
vante : 



V. Le produit de plusieurs quantites reste le meme, dans 
quelque ordre gu'on les multiplie. 

Pour d6montrer cette proposition, il suffit de combiner la proposition 
semblable relative aux nombres avec le theoreme III relatif aux signes 
(voir ci-dessus, page 335). 

Diviser une premiere quantity par une seconde, c'est chercher une troi- 
si^rne quantite qui, multipli6e par la seconde, reproduise la premiere. L'ope- 
ration par laquelie on y parvient s'appelle division; la premiere quanlit6 
dividende, la seconde diviseur, et le r&sultat de 1'operation quotient. Quel- 
quefois on designe le quotient sous le nom de rapport ou raison geome- 
trique des deux quantites donn^es. En partant des definitions precedentes, 
on prouve facilement que Le quotient de deux quantites a pour valeur nume- 
rique le quotient de leurs valeurs numeriques, et pour signe le produit de 
leurs signes. 
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La multiplication et la division des quantites s'indiquent tout comme la 
multiplication et la division des nombres. 

Nous dirons que deux quantites sont inverses Tune de 1'autre lorsque le 
produit de ces deux quantites sera Punitfi. D'apres cette definition, la quan- 

tite a aura pour inverse > et r6ciproquement. 

On a remarque plus haut que ce qu'on appelle fraction en Arithm6tique 
est egal au rapport ou quotient de deux nombres entiers. En Alg&bre, on 
designe aussi sous le noin de fraction ie rapport ou quotient de deux quan- 
tites quelconques. Si done a et b repnsentent deux quaritit6s, leur rap- 
port ^ sera une fraction alg6brique. 

Nous observerons encore que la division, tant une operation inverse de 
la multiplication, peut toujours s'indiquer de deux manures. Ainsi, par 
exemple, pour exprimer que la quantity c est le quotient de deux quan- 
tites a et b } on peut 6crire incM6remment 

- c ou a = be. 
b 

Les produits et quotients de nombres et de quantites jouissent de pro- 
prietes generates auxquelles on a souvent recours. Nous avons d6j& parl 
de celle qu'a tout produit de rester le meme, dans quelque ordre que Pon 
multiplie ses facteurs. D'autres propri6t6s non moins remarquables se trou- 
vent comprises dans les formules que je vais 6crire. 

Soient 

a, 6, c, ..., *, a 1 , b', ..., of, b !t , ..., ... 

plusieurs suites de quantites positives ou negatives. On aura, pour toutes les 
valeurs possibles de ces m6mes quantites, 



k(a H- b -\~ c -+- . . . ) ka -+ /c& + /re 
a 4- -f- c -+- . . . a & c 



-4 

"" 



fi 2. a 

T X p X jj f X . . . 



bb'b' f ... ' 



k bk b , 

=. = - x k. 
a a a 

I 
Les quatre formules qui precedent donnent lieu & une foule de cons6quences 
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qu'il serait trop long d'enumerer ici en detail. On conclura, par exemple, de 
la troisieme formule : i que les fractions 

a ka 

V Td> 

sont egales entre elles, a y &, k designant des quantites quelconques; 2 que 
la fraction j- a pour inverse -; 3 que, pour diviser une quantite k par une 

autre quantity a, il suffit de multiplier k par la quantite inverse de a, 

> .. i 

c est-ik-dire par - 
1 a 

ELEVATION AUX PUISSANCES. EXTRACTION DES RACINES. 

PUISSANCES ET HACINES DES NOMBRES. EXPOSANTS POSITIFS. Elever le nombre A 
& la puissance marquee par le nombre B, c'est chercher un troisieme nombre 
qui soit form6 de A par la multiplication, comme B est forme de 1'unite par 
1'addition. Le r<sultat de cette operation faite sur le nombre A est ce qu'on 
appelle sa puissance du degre B. Pour bien concevoir la definition pr6ce- 
dente de l'6l<vation aux puissances, il faut distinguer trois cas, suivant que 
le nombre B est entier, fraclionnaire ou irrationnel. 

Lorsque B d^signe un nombre entier, ce nombre est la somme de plu- 
sieurs unit6s. La puissance de A, du degre B, doit done alors etre le produit 
d'autant de facteurs 6gaux h A qu'il y a d'unit6s dans B. 

Lorsque B repr^sente une fraction (m et n fetant deux nombres entiers), 

72- 

il faut,* pour obtenir cette fraction : i chercher un nombre qui, r6p6t6 n fois, 
reproduise I'unit6; 2 r6p6ter m fois le nombre dont il s'agit. II faudra done 

alors, pour obtenir la puissance de A, du degr6 : i chercher un nombre 

tel que la multiplication de n facteurs egaux 5. ce nombre reproduise A; 
2 former un produit de m facteurs 6gaux & ce mme nornbre. Quand on 
suppose en particulier m = i, la puissance de A que Ton considere se r6duit 

k celle du degr6 -? et se trouve d6termin6e par la seule condition que le 

nombre A soit Equivalent au produit de n facteurs 6gaux h cette meme puis- 
sance. 

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres ra- 
tionnels des valeurs de plus en plus rapproch^es. On prouve facilement que 
dans la meme hypothese les puissances de A, marquees par les nombres ra- 
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tionnels dont il s'agit, s'approchent de plus en plus d'une certaine limite. 
Cette limite est la puissance de A du degre B. 

Dans Felevation du nombre A a la puissance du degre B, le nombre A s'ap- 
pelle ratine, et le nombre B, qui marque ie degre de la puissance, exposant. 
Pour representer la puissance de A du degre B, on se sert de la notation sui- 

vante 

A B . 

D'apres les definitions qui precedent, la premiere puissance d'un nombre 
n'est autre chose que ce nombre lui-meme. Sa seconde puissance est le pro- 
duit de deux facteurs egaux k ce nombre, sa troisieme de trois semblablesfac- 
teurs, et ainsi de suite. Des considerations geometriques ont conduit k desi- 
gner la seconde puissance sous le nom de carre, et la troisieme sous le noni 
de cube. Quant k la puissance du degre zero, elle sera la limite vers laquelle 
converge la puissance du degre B, tandis que le nombre B d6croit indfirii- 
ment. II est aise de faire voirque cette limite se reduit a I'unit6; d'ouil rsulte 

qu'on a, en general, 

A=i. 

Nous supposons toutefois que la valeur du nombre A reste fmie et difltere d 
zero. 

Extraire du nombre A la ratine marquee par le nombre B, c'est cherchei 
un troisieme nombre qui, 61eve a la puissance du degre B, reproduise A 
L'operation par laquelle on y parvient s'appelle extraction, et le r6sultat dc 
Toperation est la racine de A du degre B. Le nombre B, qui marque le degr^ 
de la racine, se nomme indice. Pour la representer, on se sert de la notatior 
suivante : 

B V/A. 

Les racines du second et du troisieme degre sont ordinaireraent d6sign6ei 
sous le nom de ratines carrees et cubiques. Lorsqu'il s'agit d'une raciu< 
carr6e, on se dispense presque toujours d'ecrire au-dessus du signe \j Fin- 
diee 2 de cette racine. Ainsi les deux notations 



doivent toe consid6rees comme equivalentes, 

Nota. L'extraction des racines des nombres, etant I'inverse de leur 61^ 
vation aux puissances, peut loujours etre indiquee de deux maniSres. Ainsi 
par exemple, pour exprimer que le nombre C est egal a la racine de A, di 
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degre B, on peut <crire a volonte 



ou 



Remarquons encore qu'en vertu des definitions, si 1'on designe par n un 

nombre entier quelconque, A- sera un nombre tel que la multiplication de 
n facteurs egaux a ce nombre reproduise A. En d'autres termes, on aura 

( -Y 

U")=A, 
d'o& Ton conclura 



Ainsi, lorsque n est un nombre entier, la puissance de A, du degre -, et la 
racine n** de A sont des expressions equivalentes. On prouve facilement 
qu'il en est de m6me dans le cas ou Ton remplace le nombre entier n par un 
nombre quelconque. 

PUISSANCES DES NOMBRES. EXPOSANTS NEGATIFS. Elever le nombre A ^ la puis- 
sance marquee par Vexposant negatif "&, c'est diviser Funit6 par A B . La va- 
leur de 1'expression 

A- B 

se trouve done determin6e par liquation 



qu'on peut aussi mettre sous la forme 



Par suite, si Ton 6!eve un mme nombre a deux puissances marquees par 
deux quantits opposes, on obtiendra pour resullats deux quantites positives 
inverses Tune de Fautre. 

PUISSANCES ET RACINES REELLES DES QUANTITES. Si, dans les definitions que 
nous avons donnees des puissances et racines des nombres correspondantes a 
des exposants, ou entiers, ou fractionnaires, oii substitue le mot de quantites 
^ celuide nombres, on obtiendra les definitions suivantes pour les puissances 
et racines r6elles des quantites. 

Elever la quantit6 a & la puissance reelle du degre m, m etant un nombre 
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entier, c'est former le produit d'autant de facteurs egaux a a qu'ily a d' unites 
dans m. 

Elever la quantit6 a & la puissance reelle da degre > m et n 6tant deux 
nombres entiers, c'est, en supposant, pour eviter toute incertitude, la frac- 
tion reduite a sa plus simple expression, former un produit de m facteurs 

egaux et tellement choisis que la n^ me puissance de cliacun d'eux soit equi- 
valente a la quantite -a. 

Extraire de la quantite a la ratine reelle da degre m ou > c'est chercher 
une nouvelle quantity qui, elevee & la puissance reelle du degr6 m ou ? 
reproduise a. D'apres cette definition, la /i idme racine reelle d'une quantity 
est 6videmment la meme chose que sa puissance reelle du degr6 -- De plus, 
on prouvera facilement que la racine du degre equivaut k la puissance du 

772- 

, , m 
degre 

Enfin, 6lever la quantite a & la puissance reelle da degre m ou -- ~? 

c'est diviser I'umt6 par cette meme quantite a 61evee & la puissance relle du 

m 
m ou 



/^ 

Dans les operations clont on vient de parler, le nombre ou la quantit6 qui 
marque le degre d'une puissance reelle de a s'appelle Mexposant de cette 
puissance, tandis que le nombre qui marque le degr d'une racine r6elle se 
nomme Vindice de cette racine. 

Toute puissance de a qui correspond k un exposant dont la valeur num6- 
rique est entiere, c'est-k-dire k un exposant de la forme -+- m ou - m, m re- 
presentant un nombre entier, admet une valeur unique et r6elle que 1'on 

designe par la notation 

a m ou a~ m . 

Quant aux racines, et quant aux puissances dont la valeur humerique es1 
fractionnaire, elles peavent admettre ou deux valeurs r6elles, ou une seuk 
valeur reelle, ou n'en admettre aucune. Les valeurs reeiles dont il est ic; 
question sont n6cessairement des quantites positives ou des quanlit^s n6ga- 
tives. Mais, outre ces quantites, on emploie encore en Algebre des symboles 
qui, n'ayant aucune signification par eux-memes, regoivent n^anmoins, 1 
cause de leurs propriet6s, les noms de puissances et de ratifies. Ces symbolei 
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sont du nombre des expressions algebriques auxquelles on a donne le nom 
$ imaginaires, par opposition k celui ^expressions reelles, qui ne s'applique 
jamais qu'a des nombres ou & des quantites. 

Gela pose, il resulte des principes etablis dans le Chapitre VII que la racine 

/i 5 mo d'une quantite quelconque a el ses puissances des degres , , 

D n n 

n <tant un nombre entier et ~ une fraction irreductible. admettent cha- 

n 

cune n valeurs distinctes r6elles ou imaginaires. Conformement aux nota- 
tions adopt6es dans le m&ne Chapitre, on designera 1'une quelconque de ces 
valeurs, s'il s'agit de la racine n l m % par la notation 



et, s'il s'agit de la puissance qui a pour exposant ou , par la nota- 

fi ft 

lion 

m m 

((a)) T ou ((a))". 

1 

Ajoutons que 1'expression ((a)) n est comprise comme cas particulier dans 

m 

1'expression plus gen^rale ((a))", et que, en appelant A la valeur numSrique 
de a, on trouvera pour les valeurs r6elles des deux expressions 

m m 

((*))% ((a))": 
i Si n d^signe un nombre impair, 

in m 

a6tant-t-A H-A W , 4- A ",' 

m m 

a6tant A A T , ~A"" T ; 

2 Si n d6signe un nombre pair, 

m m 

a6tant-+-A dzA^, :A~"". 

Lorsque, dans le dernier cas, on suppose a ngatif, toutes les valeurs de cha- 

m m 

cune des expressions ((a))% ((a}}~~" deviennent imaginaires. 

Si Ton fait varier la fraction de maniere qu'elle s'approcbe indefmiment 

n 

d'un nombre irrationnel B, le d^nominateur n croissant alors au dela de toute 
limite assignable, il en sera de mSme du nombre des valeurs imaginaires 

ORuvre.8 de C. S. It, t. III. 44 
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qu'obtiendra chacune des expressions 

m //z 

((a)), ((*)f . 
Par suite on ne peut admettre dans le calcul les notations 

((a)) B , ((a))-*, 
ou, si Ton fait b =: B, la notation 

(())*, 

a moins de considerer une semblable nolalion comme propre h represents 
une infinite d'expressions imaginaires. Pour eviter cet inconv6nient, nou 
n'emploierons jamais Fexpression algebrique 



dans le cas ou Ja valeur numerique de b sera irrationnelle. Seulemont, clan 
cette hypotbese, lorsque a obtiendra une valeur positive -H A, on pourr 

faire usage de la notation 

a b ou (a/', 

que Ton devra considerer comme 6quivalente & 

-HA* 
(voir le Chapitre VII, IV). 

Les puissances de nombres et de quantit6s jouissent de plusieurs propri6t6 
remarquables qu'il est facile de d6montrer. Nous citerons entre autres celle 
qui se trouvent comprises dans les formules que je vais 6crire. 

Soient a, d, a", ..., b, b r , b", ... des quantites quelconques positives 01 
negatives; A, A', A", ... des nombres quelconques, et m, m', m", ... de 
nombres entiers. On aura 



(3) 



A* A'* A"*... := (A A' A"...)*, 



(4) 



m. . . ( chacun des nom b r0s f?lj m ', m", . . . dovant T 
affectd du mCme signo dans les deux membres ] 
a m a' m a" m . . . (aa' a" . . .) m , 

a -m a r-m a ff-m m _ --- ( aa ' d" . . .)~ m , 

(a m ) mf =i(a- m )- m '=a mm 'i 



\ 
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Les formulas (3) et (4) donnent lieu a une foule de consequences, parmi les- 
quelles nous nous contenterons d'indiquer la suivante. On tire de la seconde 
des formules (3) 



et Ton en conclut 



Done, si Ton eleve deux quantites positives inverses 1'une de 1'autre 2t une 
meme puissance, les rfeultats seront encore deux quantitSs inverses. 

FORMATION DES EXPONENTIELLES ET DES LOGARITHMES. 

Lorsque dans 1'expression A* on regarde le nombre A comrae fixe, et Ja 
quantit6 x comme variable, la puissance A*prend le norn tfexponentlelle. Si, 
dans la m6me hypothese, on a, pour une valeur particuliere de #, 



cette valeur particuliere sera ce qu'on appelle le logarithms du nombre B 
dans le syst&me dont la base est A. On indique ce logarithme en plagant 
devant le nombre la lettre initiale / ou L, ainsi qu'il suit 

IE ou LB. 

Toutefois, comme une semblable notation ne fait pas connaitre la base du 
syst&me de logarithmes auquel elie se rapporte, il est indispensable d'6noncer 
dans le discours la valeur de cette base. Cela pos, si Ton se sert de la carac- 
t6ristique L pour designer les logarithmes pris dans le systeme dont la base 

esi A, liquation 

A^^B 

entrainera la suivante 

^r=LB. 

Quelquefois, lor&qu'on doit traiter en m^me temps des logarithmes pris 
clans differents syst&mes, on distingue les uns des aulres a 1'aide d r un ou plu- 
sieurs accents places a la droite de la lettre L, etPon designe en consequence 
par cette lettre d6pourvue d'accents les logarithmes d'un premier systeme, 
par la meme* lettre suivie d'un seul accent les logarithmes d'un second sys- 
ifeme, etc. 

En s'appuyant sur les definitions qui precedent et sur les proprietes gene- 
rales des puissances des nombres, on reconnaitra facilement : i que I'unit6 
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a z6ro pour logarithme dans tous les systemes; 2 que dans tout systeme < 
logarithmes dont la base surpasse 1'unite, tout nombre superieur a i'uni 
a un logarithme positif, et tout nombre inf6rieur a 1'unite un logarithm 
negatif; 3 que dans tout systeme de logarithmes dont la base est au-desso 
de 1'unite, tout nombre inferieur a I'uni 16 a un logarithme positif, et to 
nombre superieur a 1'unite un logarithme n6gatif; 4 en fin que, dans dei 
systemes dont les bases sont inverses 1'une de 1'autre, les logarithmes d'l 
meme nombre sont egaux et de signes contraires. De plus, on'd6montre 
sans peine les formules qui etablissent les proprietes principales des log 
rithmes, et parmi lesquelles on doit remarquer celles que je vais 6crire. 

'Si Ton designe par B, B 7 , B", ..., C des nombres quelconques, par 1 
caract&ristiques L, L ; des logarithmes pris dans deux systemes differen 
dont les bases soient A, A', et par k une quantite quelconque positive < 
n6gative, on aura 



(5) 



;/ . . .= LB 



B LC z= 

LC __ 
LB ~" 



On tire de la premiere de ces formules 



et, par suite, 



T T T "R 

' *^**9 



d'ou il r^sulte que deux quantites positives inverses 1'une de Tautre ont d 
logarithmes egaux et de signes contraires". Ajoutons que la quatrieme fo 
mule peut facilement se deduire de la seconde. En effet, supposons que 
quantit6 k repr6sente le logarithme du nombre C dans le systeme dont 

base est B. On aura 

C = B* 

et, par suite, 

LC = #LB, L'C:=L'B, 

d'ou Ton conclura irnm^diatement 

LC__I/C__ 
LB""L'B"" 
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On peut remarquer encore que, si 1'on prend B=:A, on lirera de la qua- 
trieme formule, a cause de LA = i, 

L'C = UA.LC, 

ou, en faisant, pour abreger, I/ A = fx, 



Ainsi, pour passer du systeme de logarithmes dont la base est A a celui dont 
la base est A', il suffit de multiplier les logarithmes pris clans le premier sys- 
teme par un certain coefficient p 6gal au iogarithnie de A pris dans le second 
systeme. 

Les logarithmes dont nous venons de parler sont ceux qu'on nomme loga- 
rithmes reels, parce qu'ils se r6duisent toujours a cles quanlites positives on 
negatives. Mais, outre ces quantites, il existe des expressions imaginaires 
qui ont <galement re^u, a cause de leurs propriet6s, le nom de logarithmes, 
Nous renvoyons sur ce sujet au Chapitre IX, dans lequel nous avons expose 
la thorie cles logarithmes imaginaires. 

FORMATION DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES ET DES ARCS DE CERCLE. 

Nous avons remarqu6 dans les Pr61iminaires qu'une longueur comptee sur 
une ligne droite ou courbe peut &tre represent6e tantot par un nombre, 
tant6t par une quantity suivant qu'on a simpletnent egard a la mesure de 
cette longueur, ou qu'on la consid&re comme devant &tre portee sur la ligne 
clonnee clans un sens ou dans un autre, & partir d'un point fixe que Ton 
nomme origine, pour servir soit k Faugmentation, soit & la diminution d'une 
autre longueur constante aboutissant & ce point. Nous avons ajoute que, dans 
un cercle dont le plan est suppos6 vertical, on fixe ordinairement Torigine 
des arcs & Fextremit6 clu rayon tir6 horizontalenient de gauche a droite, et 
que, k partir de cette origine, les arcs se comptent positivement ou n6gati- 
vement suivant que, pour les d6crire, on commence par s'elever au-dessus 
d'elle ou par s'abaisser au-dessous. Enfin, nous avons indique les origines de 
plusieurs lignes trigonom6triques qui correspondent ^ ces memes arcs clans 
le cas ou le rayon du cercle se r6diiit Funit6. Nous allons revenir un instant 
sur cet objet etcompl6ter les notions qui s'y rapportent. 

D'abord on 6tablira facilement, h 1'egard des longueurs comptees sur une 
m^me ligne droite ou courbe a partir d'une origine donn6e, les propositions 
suivantes : 
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THfiORta VI. Soient a, b, c, . . . des quantises quelconques positives c 
negatives. Pour obtenir sur urie ligne droite on courbe Vextremite de la lot 

gueur 

Q a 4- b -+- c -f- . . . 

comptee a partir d'une origine donnee dans le sens determine par le signe c 

la quantite 

a -f- b -f- c -4- . . . , 

il suffira de porter sur cette ligne : i la longueur a a partir de Vorigin 
dans le sens determine par le signe de a; 2 la longueur b a partir de Vet 
tremite de a, dans le sens determine par le signe de 6; 3 la longueur c 
partir de Vextremite de b, dans le sens determine par le signe de c, et ain 
de suite. 



VII. Soient a et b deux quantites quelconques. Supposons <. 
plus que Von porte sur une ligne droite ou courbe et a partir d'une origit 
donnee : i une longueur egale a la valeur numerique de a, dans le S6* 
determine par le signe de a; 2 une longueur egale a la valeur num6riqi 
de b, dans Le sens determine par le signe de b. Pour passer de Vextremite c 
la premiere longueur a celle de la seconde, ou reciproquement, en suiva* 
la ligne que Von considere, il suffira de parcourir une troisieme longuei 
egale a la valeur numerique de la difference a b. 



VIII. Les memes choses etant posees que dans le theoreme pr< 
cedent, Vextremite* de la longueur representee par 



sera sur la ligne donnee un point situe a distances e 'gales des extrimit&s d 
longueurs a et b (Les distances etant comptees sur la ligne elle-mme). 

Appliquons maintenant ces th6oremes aux arcs mesur6s sur la circonf 
rence d'un cercle dont le plan est vertical, et dont le rayon equivaut h Tunit 
1'origine des arcs etant fix6e k rextr6mit6 du rayon tire horizontalement ( 
gauche k droite. Si Ton d6signe par 71, suivant Tusage, le rapport de la ci 
conference au diam^tre, le diametre tant 6gal a 2, la circonf6rence entid 
se trouvera exprimee par le nombre 271, la moitie de la circonference par 

nombre 71, et le quart par - Si, de plus, on d^signe par a un arc quelconqi 
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positif ou negatif, on conclura du theoreme VI que, pour obtenir Textremite 
de 1'arc 

ou a 



(m etant un nombre entier), il faut porter sur la circonference, k partir de 
1'extremite de Tare a, soit clans le sens des arcs positifs, soit dans le sens des 
arcs negatifs, une longueur egale k 2m7r, c'est-a-dire parcourir m fois la cir- 
conference entiere dans un sens ou dans Tautre, ce qui ramenera rieces- 
sairement au point d'ou Ton etait parti. II en resulte que les extremites des 

arcs 

a et a : 2 m it 

coincident. 
On conclura egalement des theoremes VI ou VII : i que les extremites 

des arcs 

a et ait 

comprennent entre elles un arc egal a TT, et se confondent par consequent 
avec les extremites d'un m&me diam^tre; 2 que les extremites des arcs 

a et a - 

2 

comprennent entre elles un quart de circonference, en sorte qu'elles coin- 
cident avec les extr6mit6s de deux rayons perpendiculaires 1'un k Tautre. 
Enfm, on conclura du th<oreme VIII : i que les extremites des arcs 

a et 7T a 
sont situ^es & ^gales distances de I'extremit6 de Tare 

71 
2 ^ 

et par consequent plac6es sym6triquemerit de part et d'autre du diametre 
vertical; 2 que les extremites des arcs 

a et a 

2 

sont situees ^ egales distances de 1'extremite de 1'arc 

TC 
4* 
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Les arcs 

TT a et a, 

2 

dont il est ici question, sont respectivement appe!6s le supplement et 
complement de Fare a. En d'autres termes, deux arcs repr<sent<s par dei 
quantites a et b sont supplements ou complements Fun de Fautre suivant qi 
Fon a 

. j TT 

a -+- b n: ou a -+- b =. - 

2 

Puisque les angles au centre qui ont pour cdte commun le rayon men6 pi 
Forigine des arcs croissent ou diminuent proportionnellement aux arcs q 
leur servent de mesure, et que ces angles eux-memes peuvent tre cons 
deres comme les accroissements ou diminutions de Fun d'eux pris & volont 
rien ne s'oppose & ce qu'ils soient design6s par les mcmcs quantits que 1< 
arcs. C'est une convention que Fon a effectivement adoptee. On dit aussi qi 
deux angles sont complements ou supplements Fun cle Fautre, lorsque li 
arcs correspondants sont eux-memes complements ou supplements Fun c 
Fautre. 

Passons maintenant & Fexamen des lignes trigonometriques; et, clans < 
dessein, consid6rons un seul arc represente par la quantit6 a. Si on le pr< 
jette successivement : i sur le diametre vertical; 2 sur le diamStre hov 
zontal, les deux projections seront ce qu'on appelle le sinus et le sinus ver 
de Fare a. On peut observer que la premiere est en mchne temps la proje< 
tion, sur le diametre vertical, du rayon qui passe par I'exlrernitG de Fare. ! 
Fon prolonge ce meme rayon jusqu'c\ la rencontre de la tangente au cere 
mene par Forigine des arcs, la partie de cette tangente intercept6e ent; 
Forigine et le point de rencontre sera ce qu'on appelle la tangente trigon^ 
metrique de Fare a. EnOn la longueur compt6e sur le rayon prolong^ enti 
le centre et le point de rencontre sera la secante de ce meme arc. 

Les cosinus et cosinus verse d'uri arc, sa cotangente et sa cosecante ne SO) 
autre chose que les sinus et sinus verse, la tangente et la s6cante de sc 
complement, et constituent, avec le sinus, le sinus verse, la tangente et 
s6cante de ce meme arc, le systeme complet de ses Lignes trigonomdtriqut 

D'apres ce qui a ete dit ci-dessus, le sinus cFun arc se cornpte sur le di 
metre vertical, le sinus verse sur le diametre horizontal, la tangente sur 
ligne qui touche le cercle a Forigine des arcs, et la secante sur le diamdt; 
mobile qui passe par Fextr^mite de Fare 'donne. De plus, les sinus 
&6cantes ont pour origine commune le centre du cercle, tandis que Fot 
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gine des tangentes et des sinus verses se confond avec celle des arcs. Eniiri, 
on est gen6ralement convenu de representer par des quantites positives 
les lignes trigonometriques de 1'arc a, dans le cas ou cet arc est positif el 
moindre qu'un quart de circonf6rence; d'ou il suit que Ton doit compter 
positivement le sinus et la tangente de has eh haut, le sinus verse de droite 
a gauche, et la secante clans le sens du rayon mene a I'extremite de Tare a. 
En partant des principes que nous venons d'adopter, on reconnaltra imme- 
diaternent que le sinus verse, et par suite le cosinus verse, sont loujours posi- 
tifs; et, de plus, on determines sans peirie les signes qui doivent affecter les 
aulres lignes trigonometriques d'un arc dont Fextremite est donnee. Pour 
rendre cette determination plus facile, on congoit le cercle divise en quatre 
parties egales par deux diametres perpendiculaires entre eux, Fun horizontal, 
1'autre vertical; et ces quatre parties sont respectivement designees sous les 
noms de premier, second, troisieme et quatrieme quart de cercle. Les deux 
premiers quarts de cercle sont situ6s au-dessus du diametre horizontal, savoir 
le premier & droite et le second \ gauche. Les deux derniers sont situes au-des- 
sous du rneme diametre, savoir le troisieme a gauche et le quatrieme a droite. 
(]ola pose, cornme les extr6mites de deux arcs, complements Tun de 1'autre, 

sont egalement clistantes cle.l'extre'mite de Tare ~> on en conclura qu'elles 

sont plac6es symetriquement de part et d'autre du diametre qui divise en 
deux parties e"gales le premier et Je troisieme quart de cercle. Si Ton chercho 
cnsuite quels signes doivent etre attribues aux diverses lignes trigonome- 
triques d'un arc autres que le sinus verse et le cosinus verse, suivant que 
rextr<mite de cet arc tombe dans un quart de cercle ou clans un autre, on 
irouvera que ces signes sont respectivement 

Dans Dans Dans Dans 

le i er quart le 2* quart le 3 e quart le 4* quart 

de cercle. de cercle. de cercle. de cercle. 

Pour lo sinus et la cos6canle . +- -+ 

Pour lo cosinus et la stocante _+. - T - 

Pour la tangonte et la coLangenie.. ~i- -f- 

On peut remarquer k ce sujet que le signe de la tangente est toujours le pro- 
duit du signe clu sinus par le signe du cosinus. 

Les considerations prec6dentes conduisent encore 'a reconnaitre que le 
cosinus d'un arc se confond avec la projection du rayon qui passe par Tex- 
tremit6 de cet arc sur le diametre horizontal, et que sur ce merne diametre 
il doit etre compte positivement de gauche & droite, a partir du centre pris 
pour origine; que le cosinus verse peut tre mesure sur le diametre vertical 

OEuvrcsdeC. - S. II, t. HI. & 
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entre le point le plus eleve cle la circonference pris pour origine et 1'ex 1 
mite clu sinus; que la cotangente, comptee positivement (le gauche k dr< 
sur la tangente horizontale nienec au cercle par 1'origine des cosinus ven 
se reduit a la longueur comprise entre cette origine el le prolongement 
diametre mobile dont une rnoitie est le rayon rnene ft rextremite cle I'l 
enfin que la cosecarite, mesuree sur ce diametre mobile, se compte pos 
vementdans le sens dti rayon dont ii s'agit, et a partir du centre pris p 
origine jusqu'u rextremite cle la cotangcntc. 

Nous avons suffisamment developpe clans les proliminaires le systfeme 
notations a I'aide desquelles nous representons les diverses lignes Lrigo 
metriques et les arcs qui leur correspondent. Nous nc reviendrons pas 
cet objet, et nous nous contenterons d'observer (jue les lignes irigonor 
triques d'un arc sont censees appartenir en moinc temps a Tangle au cen 
qu'il mesure, et que Ton designe par la moiae quantite. Ainsi, par exemf 
a, b, ... representant des quanlil.es quclconcjues, on pent dire egalerri 

que les notations 

cos/>, 



expriment le sinus de 1'arc ou de I'anglc a, le (iosinus do Fare ou 
Tangle b, ____ 

Nous termirierons cette Note en rappelant (juelques proprietfis rein 
quables des lignes trigonometriques. 

D'abord, si Ton designe par a une quantito quelcorique, on irouvora quc 
sinus et le cosinus de Tangle a sont toujours lies ontre eux par requation 



et que les autres lignes trigoaometriques pcuvcnt etre exprimees au moj 
cle ces deux premieres ainsi qu'il suit : 

- '~ ; 
cos a 



I siv a = i cos a, langa = ---"- , seca = 

, x 1 cos a 

(7) 



cosiva =i i sin a, cot a ~ -^---, coseca :.~ 

sin sin a 

Des formules (6) et (7) on deduira facilement plusieurs autres c^quatio 
par exemple 



(8) cota =~^) s6c s a-=i-hiang ? a, cosfa* a = i + col* a, 
II est encore aise de voir que, si la quantite posilive R represento la le 
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gueur (Tune droite erilre clcux points, et a Tangle aigu ou obtus que forme 
cette droite avec mi axe fixe, la projection de la longueur donnee sur Faxe 
fixe sera niesuree par la valeur numerique du produit 

Rcosa, 

et la projection de la m6me longueur sur une perpendiculaire a Taxe par la 

valeur numerique du produit 

Rsina. 

Erifin on reconnaitra sans peine que, si, en partant d'un point pris au hasard 
sur la circonference du cercie qui a pour rayon Tunite, on parcourt sur cette 
circonference, dans un sens ou dans un autre, une longueur egale a la valeur 
numerique d'line quanlite quelconque c, le plus petit arc compris entre les 

extremites dc cette longueur sera inferieur ou superieur a -? suivant que 

cose sera positif ou negatif. 

Ces principes etant admis, concevons que sur la circonference dont on vient 
de parler on determine : i les extremiies A et B des arcs representes par 
deux quantiles quelconques a et b ; 2 1'extremite N d'un troisieme arc 

represenle par : Soit, en outre, M ie milieu de la corde qui joint les 

points A, B, et supposons que le point M se projette sur le diametre horizon- 
'tal du cercie en un certain point P. Si les longueurs mesurees sur ce dia- 
metre, a parti r du centre pris pour origine, sont comptees positivement de 
gauche 11 droite, ainsi que les cosinus, la distance du centre au point P devra 
representee (en vertu du theoreme VIII) par la quantite 

COS& 



De plus, comme (en vertu du m6me theoreme) le point N est situe a egales 

distances des points A etB, le cliam&tre qui passe par le point N renfermera 

Ie milieu M de la corde AB ; et la distance de ce milieu M au centre du cercie 

sera egale (abstraction faite du signe) au cosinus de chacun des arcs NA, JNB, 

ou, ce qui revient au meme, & 



cos 



a cos b cos 



Pour obtenir la projection horizontal de cette distance, il suffira de la mul- 
tiplier par le cosinus de Tangle aigu compris entre le rayon tire horizontals- 
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ment de gauche a droite et le diametre qui renferme le point N, c'est-a-cli 

parun facteur egal (au signe pres) a cos En d'aulres termes, la c 

stance du centre au point P aura pour mesure la valeur num6rique clu pr 

duit 

a b a -\- b 

cos cos 

2 3 

J'ajoute que ce produit sera positif ou negatif, suivant que le point M se 
situe a droite ou a gauche du diametre vertical. En effet, cos est posi 
ou negatif, suivant que ie point N est situe par rapport a ce diarnelfe < 

cote dro 
produit 



cote droit ou du cote gauche, et cos --- est positif ou negatif; par suite 



a b a 4 - b 

cos cos 

2 2 

estde meme signe que cos- -> ou de signe contraire, suivant que, chad 

7 

des arcs NA, NB etant inferieur ou superieur a -> Ie point M se trou 

situ6 du meme cdte que le point N ou du c6te oppos<5. Comine d'ailleurs 
verticale qui passe par le point M renferme aussi le point P, ii suit de 
remarque precedence que la distance du centre au point P, dans le cas mch 
ou Ton a 6gard aux signes, peut etre representee par le produit 

a b a -H b 

cos cos 

2 2 



Ce produit et la quanlite ont done le -meme signe, avec la inch 

valeur numerique; et Ton a, par consequent, pour toutes les valeurs possifo 
des quantit6s a et /;, 

a b a ~\~ b 

(Q) COSfl -h COS b rz: 2 COS COS - - 

Vif/ 22 

Si dans Pequalion (9) on remplace b par TT -H Z>, on en tirera 

, . 7 . b a . a -h b 
(10) cos a cost? 2 sin sin 

22 

De plus, si dans les equations (9) et (10) on subslitue aux angles a el b lei 



NOTE I. 
complements -- a, - * b, on obtiendra les suivantes : 

2 2 



{' . 
\ si 

1 



. . . a b . a -4- b 

sin a 4- sine* ~ 2 cos - sin 

2 

(ll) 

. , .a b a -\- b 

sin 6 = 2 sin - cos -- 
2 . 2 



Les formules (9), (10) et (n) une fois etablies, on en dSduira facilement un 
grand nombre d'aulres. On trouvera, par exemple, 



_ tangf O- b) 
( tang-|(a -f- b)' 



cos(a o) 4- cos (a 4- b) =. 2 cos a < 
cos (a b} cos(a 4- &) := 2 ! 

sin(<2 -f- b) 4- sin (a b) = 2 sir 

sin (a ~\~ b} sin (a 6)^=2 sin b cos a, 

cos (a 6)z=:cosacos6=|isina sin b 7 
(i5) 

sin(flfit b) = sin<7 cos^>: sir 

(16) ,_,+ 1.x- tail ^ a: 

(17) cos2-cosa~sm -21 
sni2a^i 2 sm a cos a. 

Soient maintenant a, b, c trois angles quelconques. On tirera de la pre- 
miere des formules (i3) 

( cos (a -t- b -f- c) -f- cos( 6 H- c a) 4- cos(c 4- a - b) 4- cos(# 4- b c) 

(18) * 

'' COSC. 



Si dans la formule prec6dente, au lieu de a, b, c, on crit {a, %b, -J-c, puis 
que Ton suppose 

(19) a -f- b H- err TT, 

on irouvera 

. . . . , . , a Z> c 

( 20 ) sin a H- si n b +- sin c = 4 cos - cos - cos - 

V } 22 2 
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Dans la meme hypolhese, la formule (16) donnera 

(21) langtf 4- tang& 4- tangc tang a tang/; lange. 

L'equation (20) devant subsisler, ainsi que 1'equation (19), lorsque Ton ; 
remplace deux des angles a, b, c par leurs supplements, et qu'on change 1 
signe du troisieme, on en conclura 

. . . . a . b , c 

sm& 4- sine sm = 4 cos sin ~ sin -, 

2 2 a 

. , , . a b . e 
( 22) sine 4- sm sin/; . 4 sin - cos - sin - 

* 2 2 2 

. , . , . a : . // 6' 

. sm 4- sin/> sine ~ 4 sin - sin - cos - - 

\ 22 2 

De ces dernieres formules coinbinees entre elles et avcc ['equation (20) 01 
deduit les suivantes : 

21 ( S * na ." + " S j n ^^" S ^ nc ) (sin^ -h sine sin) 
. 4 sin b sine 

(23) / 

. 21 __ (sine 4- sin a sin b) (sin<7 4- sin // sine) 
2 4 sin/? sine 

Enfin, si Ton imagine que a, b, c designent les trois angles d'un triangle, e 
que les cotes opposes soient respectivemenl A, B, C, six produils 6gaui 
deux a deux, savoir 

B sine = C sin b, C sin,? = A sine, A sin b r- B sin a, 

reprSsenleront les perpendiculaires abaissees des somuiels sur les trois cdtes 
On aura, par suite, 

/ 2 /\ sma sin/; __ sine 

"~A~" *" "ir~""" ~tr ; 

et les equations (28) deviendront 

j cos'-i a = (A^^tatB + C-A) . 

(20) 1 



.__ 

a 4 lie 

De plus, en ayant egard aux formules (19) et (24), on tirera de la premiere 
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des equations (12) 
(26) 



Les ibrmules (19), (24), (a5) et (26) suffisent pour determiner trois des six 
elements d'un triangle rectiligne, lorsque les trois autres elements sont 
connus, et que cette determination est possible. On peut remarquer en outre 
quo les valeursde cosa et de sina, deduites des equations (26) a I'aide des 
formules (17), sont respectivement 



B'H- C 2 - 



_ V/( A -t-1} 
8I a = _ 



C7( B 



f^T )"( C"+ A -Bj( A -i- B -~C ) 
___ . 



(27) 



La premiere de ces valours peut se tirer directement d'un theoreme corinu 
de (leometrie. Quant a la seconde, elie fournit lemoyend'exprimer la surface 
flu triangle en fonclion des trois c6tes. En effet, cette surface, equivalente au 
'produit de la base C par la moitie de la hauteur correspotidante B sina, sera 



; 9,8 ) i BG si n a = { \/(K + B + C ) ( B H- C A ) ( C"TA - B ) ( A -TB"- r G j . 
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NOTE II. 

SUR LES FORMULES QUI RESULTENT DE L'EMPLOI DU SIGNE > OU <, ET SUR LES MOYENNE8 
ENTRE PLUSIEURS QUANTITES. 



Soient a et b deux quantites inegales. Les deux formules 

a >> b, b < a 

serviront egalement a exprimer que la premiere quantity a surpasse la se- 
conde b, c'est-a-dire que la difference 

a b 

est positive. En partant cle ce principe, on etablira facilement les proposi- 
lions que je vais enoncer : 



I. - Si a, a f , a", . . . , b, b', b", . . . representent des qualities assit- 

jetties aiix conditions 

a > b, 

a' > b', 



on aura aussi 

a + a <+. a "-+ .. .>b->rb'-^ //'-4-... . 

Demonstration. En eifef, lorsque les quantites 

a b, a'b l , a"b", ... 
sont positives, on peut assurer que leur somme 

a H- a'+ a"-{- ... ( b -f- //-+ //H-. ..) 
Test pareillement. 

feME II. Si A, A', A", . . ., B, B', B", . . . representent des nombres 
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asiu/ettis a-ft-x conditions 

A >B, 

A'>B', 

A"> B", 



on aura aussi 

AA'A"...>BB'B ff .... 

Demonstration. En effet, chacune des differences 
A_B, A'-B', A"-B", ... 
elant positive par hypothese, chacun des produits 

(A-B)A'A"...^AA'A"...-BA'A"..., 
B(A'-B')A"...~BA f A fr ...-BB'A"..., 



sera egalement positif, el par suite il en sera de mme de leur somme 

AA / A ;/ ...-BB / B /r .... 
III. - Solent a, b, r trois quantites quelcongues, et supposons 



on en conclura, si r est positif , 

ra > rb, 

et, si r est negatif, 

ra < rb. 

Demonstration. En effet, le produit 



sera positif dans le premier cas, et nSgatif dans le second. 
Corollaire. - Si, en supposant a et b positifs, an prend successivemenl 

r _ i 

,__-,,_-, 

on en conclura 

b a 

i > - ? T > J 

a b 

On se trouve ainsi ramene a cette proposition, evidente par elie-m6me, 

/ f\ 

OEuvres de C. S. II, t. III. ^ 
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qu'tme fraction est inferieure ou superieure a Funite, suivant que le plu 
irrand de ses deux termes est le denominateur ou le numerateur. 

THORME IV. Solent A et A' deux nombres qui satisfassent a la condi 

tion 

A>A', 

et b une quantite quelconque. On aura, si b est positif, 

A''>A' 6 , 
et, si b est jiegatif, 



Demonstration. En'effet, le quotient -77 cHant > r, la fraclion 

A 



sera evidemment superieure ou inferieure a runile, suivant (juo la quantile 
sera positive ou negative. 

Tn^ORfeMEV. - Designons par A un nombre quelconque, et so lent 6, b' deu. 
quantites assujetties a la condition 

b > b', 

on en conclura, si A est plus grand que I 1 unite, 

A* > A*', 

e, .9/ A est inferieur a V unite, 

A?' < A'''. 

Demonstration. En effet, la quantite Z> /; ; etant positive, par hypothec 
la fracti on 



sera Svidemmenl superieure ou inferieure a runite, suivanl que Ton aur 
A > i ou A < i. 



K VI. Soit L /a caracteristique des logarithmes pris dans le sy$ 
teme dont la base est A, et designons par B, B' deux nombres assujettis a I 
condition 

B>B'. 

On aura, si A est plus grand que runite, 

LB>LB ; 
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et, si A est in/erieur a /' unite, 

LB<LB'. 

Demonstration. En effet, le logarithme 

L~=LK-LW 

'sera posilif dans le premier cas, et negatif dans le second. 

Corollaire. Si Ton se sert de la lettre / pour indiquer les logarithmes 
neperiens pris dans le systeme dont la base est 

(0 6=12,7182818... 

f Chapitrc VI, I, equation (5)], la condition 

B>B' 

entrainera toujours la formule 



Aux theorfimes qui precedent nous ajouterons le suivant, cluquel on peut 
deduirc plusteurs consequences importantes. 



VII. Soit x line quantite quelconque. On aura 
00 i-i-j?<e*, 

La lettre e designant, a V ordinaire, la base des logarithmes neperiens. 

Demonstration. Le second membre de la formule (2) restant toujours 
positif, le Lheoreme enonce sera Evident par lui-m^me, si la quantise i -f- .r 
est negative. II suffira done d'examiner le cas ou Ton suppose 

(3) i-h^>o. 

Or I'equation (28) du Chapitre VI(lV)donne, pour toutesles valeurs reelles 
possibles de .r, 



(4) 



x x- x % 

-=. J H 1 1 o H 7-7 H -ry y - 

i 1.2 [.2.3 1.2.3.4 i . 2 . 3 , 4 . y 



7 '+ 
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et, comme les produits 



-5- r-f- f ' 0-7 
3 V 3/ 2.3.4 

sont positifs, non seulement lorsque la quantit6 x est positive, mais atfss 
lorsque, etant negative* elle a une valeur num^rique inferieure ft runite, 01 
tircra de 1'equation (4), toutes les fois que Ja condition (3) sera remplie, 



Corollau'e L 'Si, dans le cas ou i-\-x est positif, on prend les loga 
rithmes neperiens des deux membres de la formule (2), on obtiendra la sui 
vante 

(5) /(n-a?)<o? 

(voir le corollaire du theoreme VI). Cette derniere subsiste done toutes le 
fois que son premier mem b re est reel. 

Corollaire IL Soient x^ y, j, k . * plusieurs quanlites assujetlies aux con 
ditions 

(6) i-l-.r>o, 14-j>o, H-5>o, ---- 
On aura, en vertu de la formule (2), 



et Ton en conclnra (theoreme II 

(7) 



Cette derniere formule subsiste done toutes les fois que son premier membr 
ne renferme que des facteurs positifs. 

Corollaire III. Si clans le corollaire precedent on suppose 



, a', a /; , . . . d6signant des quanliies positives, et a, a', a", . . . d'autres quar 
tites respectivement superieures ^ 
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la formulc (7) deviendra 

(i-H aa) (i + a'a') (i -+ a" a") , . .< e^ a + a ' a '^"*"^-. 

Si de plus les quantites a, a', a", ... sont toutes inferieures a une ccrlaine 
limite A> on aura (en vertu des theoremes I et III) 

a a 4- ttV-htfV-h'.. .< A (a -f- a'n- a*-K . .), 
<e't par suite on trouVera defmitivernent 

(8) (i4-aa)(iH-a y a') 



La formule (8) peut 6tre employee avec avantage dans rintegration par 
approximation des Equations difterentielles. 

Passons maintenant aux theoremes sur les moyennes. Ainsi qu'on I'a deja 
<lit (Preliminaires, p. i4), on appelle moyenne entre plusieurs quantites don- 
nees une nouvelle quantite comprise entre la plus petite el la plus grande de 
celles que Ton considere. D'apres cette definition, la quantite h sera moyenne 
entre les deux quantites g, /c, ou entre plusieurs quantites parmi lesquelles 
rune des deux qu'on vient de citer serait la plus grande et 1'autre la plus 

petite, si les deux differences 

ff - h ; h-k 

sont de m6me signc. Cela pose, si, pour designer une moyenne entre les 
quantk6s a, a', a", . . ., on emploie, co'mme dans les Preliminaires^ la nota- 

tion' 

MKa'X, ---), 

on <tablira sans peine les propositions suivantes : 

THfiOKfeME VIII. Soient a, a', a", ..., h plusieurs quantites assujetties a la 
condition 

(9) /L=:M(a 9 a f 9 a\ ...), 

et v une autre quantite entierement arbitraire. On aura toujours 

(10) rh =M(^, ra', ra\ . . .) 

Demonstration. - En effet, d^signons par g la plus grande, et par k la plus 
petite des quantites a, a', a", .... Les deux differences 

-h h-k 
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seronl positives, el par suite les produits 

'('-'0, ''(/*-/0, 
ou, en d'autres lermes, les deux differences 

rg rli 9 rh rk 
seront de menfe signe. On aura done 

rh = M(rg,rk) 

et, a plus forte raison, 

rh =. M(/rr, /#', ra" , . . .), 

atteridu que rg, rk sorit necessairemeut deux des produits 

ra, ra' , ra", .... 



feME IX. Soient, A, A', A ;/ , . . ., II plusieurs tiombres yui satisf assent 
a la condition 

(IT) H=M(A,A',A' r , ...), 

et b line quantite quelconque. On aurc$, 

(12) H* = M(A'',A'*,A ff '', ...) 

Demonstration. En effet, soient G et K. le plus grand et le plus petit de 
nombres A, A', A", ____ Les differences 

G H, II - K 

etant alors positives, on conclura clu theorerne IV que les suivantes 

G^IP, H A -K A 
sont de meme signe. On aura done 

pt, a plus forte raison, 

H A 

Corollaire. Si Ton fait en particulier ^ = -J-, on trouvera 
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X. Designons par A un nombre qiielconque, el soient b, &', 
//', . . . , h plusieurs quantites ass ujet ties a la condition 

A = M(6, b\ b", ...) 



<9/i a /'^ 

('4) ,A A = 

Demonstration. Designons par # la plus grande, et par / la plus petite 
des quantites &, b\ b ff , Les deux differences 

g-h, h-k 
etant alors positives, on conclura du th6oreme V que les suivant.es 

A^ 1 A A , A 7 *' \ 7> " 

sont cle nieme si^ne. On aura done 

A* = M(A<A*) = M(A 6 ,A*',A '* 1 . ..) 



XI. Soil L la caracteristic/ue des logarithmes dans Le systeme 
dont la base est A, et designons par B, B', B w , . . ., l{ plusieurs nombres assit- 
Jeltis a la condition 

(15) H = M(B,B' f B", ...) 
On aura, qitel que soil A, 

(16) LH = M(LB,LB',LB ff , ...) 

Demonstration. En eflfet, supposons que Ton represents par G le plus 
grand, et par K le plus petit cles nombres B, B', B", .... Alors les deux 

fractions 

G H 
H' K 

etant sup6rieures a Funite, les logarithmes 

G H 



ou, en d'autres tertnes, les differences 

LG LH, LH-LK 
seront de me*me signe. On aura done 

LH = M(LG, LK)=M(LB, LB', LB", ...) 
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TtionfeME XII. Solent b, b', b" 9 . . . plusieurs quantites de meme signs, ei 
nombre /i, et a, a f , a", . . . des quantites quelconques en nombre egal a celu 
des premieres. On aura 



Demonstration. Soil g la plus grande et k la plus petite des quantites 



~b y v' p' " 

Les differences 

a a 

g T et y " 



O 



- 7{ et 77, /:, 

u u 



seront toutes positives. En multipliant les deux premieres par 6, les deu 
suivanles par b r , etc., on obtiendra les produits 

gb a et a A*6, 
gb'a 1 et a'M', 
gb"a" et a''M ff 9 



qui seront tous de meme signe, aussi bien que les quanliles 6, b f , b f/ , P; 
suite, les sommes de ces deux especes de produits, savoir 



a-\-a f ->ra"-i-. . . k(b +- b 1 -\- b" '+ . . .), 
et ies quotients de ces sommes par b -4- &'n- & /r 4-. . ., savoir 

a -4- a' -4- a" -+- . . . a -+- a' H- ff -j- . . . 



seront encore des quantites de meme signe; d'ou Ton conclura 



r dans les Preliminaires le th6oreme 1 et la formule (6)]. 
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Corollaire L En supposant les quantites b, b', b ff , . . . reduites a I'unite, 
on trouve 

(18) 



Le premier membre de la formule precedente est ce qu'on appelle la moyenne 
arithmetique entre les quantites a, a r , a ff , .... 

Corollaire II. La moyenne entre plusieurs quantiles egales se confondant 
avec chacune d'elles, si les fractions p -pi j- n > deviennent egales, on 



aura 

(i9) 



a -4- a r -4- d' -4- . . . __ a __ a' __ a^ __ 



ce qu'il est d'ailleurs facile de prouver directement. 

Corollaire III. Si Ton d<signe par a, a ; , a /; , . . . de nouvelles quantites 
qui soient toutes de mfeine signe, on aura, en vertu de 1'equation (17), 



(20) 



a a' a!' 



Cette derniere formule suffit pour etablir le th^oreme III des Preliminaires. 

THSORUMB XIII. - Soient A, A', A", . . ., B, B', B w , . . . deux suites de nom- 
bres pris a volonte; el formons avec ces deux suites, que nous supposerons 
renfermer chacune un nombre n de termes, les racines 



B V/A, 



On aura 



Demonstration. Les logarithmes des quantites 



indiqu6s par la caract6ristique /sont respectivement 

V+ZA^... ^A /A' I A.' 
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et liquation (17) fournit entre ces logarithmes la relation suivanle : 



B ' B' B" 

Si maintenant on repasse cles logarithmes aux nombres, ce qui est permis ( 
vertu du theoreme X, on retrouvera la formule (21). 

CorollaireL En supposant les nombres B, B', B", . . . reduils a 1'unil 
on a simplement 



( 22 ) VAA^TTT = M ( A, A', A", . . . ). 

Le premier mernbre de la formule precedente est ce qu'oii appclle la moyen 
geome trig ue entre les nombres A, A 7 , A 7/ , .... 

Corollaire 1L Si toutes les racines 



deviennent egales, leur moyenne se confondra avec chacune d'elles. On an 
done alors 



H.+.H--I-U--H... w/ 

( 28) y A A' A . . . = v A " 

ce qu'il serait facile de prouver directement. 

La valeur numerique d'une moyenne entre plusieurs quantites dorin^ 
n'est pas toujours une moyenne entre leurs valeurs numeriques. Ainsi, f 
exemple, quoique i soit une qnantite moyeorie entre 2 et -+- 3, cepe 
dant I'unite n'est pas une valeur moyenne entre 2 et 3. Parmi les diven 
manieres d'obtenir une moyenne entre les valeurs numeriques de n qua 

tites 

a, a', a", 

Fune des plus simples consiste a former d'abord la moyenne aritlnu6tiq 
entre les carres 

CL~ , Cl "", CL " y . . . , 

eta extraire ensuite la racine carree du resultat. En operanl ainsi, on Ire 
vera premierement 
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puis, en ayaot egard au corollaire du theoreme IX, 
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\j n 
Or les quantites positives 



represcritant prScisemerit'les valeurs numeriques des quantites donnees 

a, a', a", ..., 

il suit de la formule (a4) qu'on obtiendra une moyenne entre ces valeurs, si 
1'on divise par \Jn 1'expression tres simple 



Cette expression, qui surpasse la plus grande des valeurs numeriques donl il 
s'agit, est cc qu'on pourrait appeler le module du systeme des quantites a, 

a > y ^ Le module du systeme de deux quantites a el b ne serait alors 

an ire chose que le module meme de 1'expression imaginaire a + b\Ji 
(voir le Chapitre VII, II). Quoi qu'il en soit, les expressions reelles de la 

forme . 

\Ja--\- a'--\- a"' 1 -^ . . . 

jouisscnt de proprietes tres remarquables. Dans la Geometrie, elles servenl 
a determiner les longueurs mesurees en ligne droite, et les aires de surfaces 
planes, par le moyen de leurs projections orthogonales. En Algebre, elles 
fournissent le sujet de phisieurs tWorfemes imporlanls, parmi lesquels je me 
contenterai d'6noncer ceux qui suivent. 
TiiftORfcME XIV. Si les fractions 

a a' a u 
V ~b 1 ' b"' 

*ont egales } la valeur nutnerique de chacune d' elles sera exprimte par le rap- 
port 




en sorts qu'on aura 

a 
(25) = 



_ 
''17' 




*4-#"-l-... 



372 ' . COURS D'ANALYSE. 

le signe + ou le signe devant etre adopte suivant que les fractions propc 
sont positives ou negatives. 

Demonstration. En effet, dans Fhypothese admise, les fractions 


&' Tfi* b*' 

seront egales, et Ton aura, en consequence, 



En extrayaril les racines carrees, on retrouvera la formule (25). 



XV. Soient a, a r , a fr , ... des quantites quelconques, en nombi 
Si ces quantity's ne sont pas toutes egales entre elles, la valeur numeriqu 

la ffomme 

a -h a'-t- a"-^r. . . 

sera inferieure au produit 



en sorte qu'on aura 
(26) va 



Demonstration. En effet, si au carre de la somme 

a -H a' 4- a" + . . . 

on ajoute les carr6s des differences entre les quantites a, a'^ a", ... coi 
n6es deux ^ deux de toutes les manieres possibles, savoir 

(a-a<)\ (a-a')* 9 ..., (a'-^)S ..., 
on trouvera 

(27) 

et Ton en conclura 



En extrayant les racines carrees positives des deux membres de celte der 
formule, on obtiendra precisement la formule (26). 
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Corollaire. Si Ton divise par n les deux membres cle la formule (26), on 
trouvera 



. ON . - - --. . . 

(28) val.num. - < 



Ainsi la vdeur numerique dela moyenne arithmetiqueentre plusieurs quan- 
tites a, a f , a", ... est inferieure au rapport 



qui repr6senle, comme on I'a remarqu6 plus haul, une moyenne enlre les va- 
leurs num6riques de ces memes quantites. 

Scolie I. Lors^que les quantites a, a 1 , a\ . . . deviennent egales, on a 
evidemment 

val.num. (a -4- a'-\- a" -4- . . . ) = \/7i \fa z -^ a'*-+- a" 2 -i~. . . = na. 

Scolie II. -Si dans liquation (27) on pose successivement /i=:2, ^=3, ..., 
on en conclura 

(a -H a 1 ) 2 H- (a &') 2 2(a 2 -f- <2 /2 ), 



XVI. Soient a, a r , a\ . . ., a, a', a", . . . fltewa? suites de quaji- 
tites, et supposons que chacune de ces suites renferme un nombre n de termes. 

Si les rapports 

a a' a" 



ne sont pas tous egaux entre eux, la somme 

aa-h a'a'-i- a n 'a" '-h . . . 
sera inferieure au produit 



en sorte qu'on aura 

( val. num. (aa-i- a 1 a! -+- a" a." -+- ) 
(So) 
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Demonstration. En etfet, si au carre de la somme 



aa 4- a' a' -\- a f/ a"-\-. . . 



,011 ajoute les numerateurs des fractions qui represented les carres des diffe- 
rences entre les rapports 



a a' a" 

> 7> ' 
a OL' a" 



combines entre eux de toutes les manieres possibles, savoir 



on trouvera 

(aa + a'a'4-aV'H-...) 2 

HT\ -\~ (CIOL' a'aY-^tao 

I 01 / \ ^ ' ^ 

et Ton en conclura 



* -h 



En extrayant les racines carrees des deux rnembres do cello dcrnioro IV>rmule, 
on obliendra precisement la formulc (3o). 

Corollaire. Si Ton tlivise par n les deux inembros tic la fornmlo (3o), on 

trouvera 

, 
val. num. 



s 4. , . . 



Ainsi la moyenne arithmetique entre les produits 



a une valeur num^rique interieure au produit de deux rapporls (jui rc[)reseii 
tent des moyennes entre les valeurs numeriques des deux especes de quan- 
lites comprises dans les deux suites 



NOTE II. 

!,flt%t|llf* IiS 



1 2' 



tttnit-nitt'ift i*^;iu\ t tut tin* tit* la Formula (H 



\ it!, in tin, 

V f| '" ' 



.SV/*/t* //, S il.ilH 111 ftH'itUltt* I ,ll! CHI |HH 



e**ii rir Jr i ijii.ilintiH |iriri*ilt*iili*H s*arroril< avrr. IV'qusilion (H) du (Iha- 
\ II SI. L.i s*ritnl* |iiiit NV'rrirt* ainsi cju'il suit 



' I f ' i l" / / f I (ft X * it X, ! '/ ^ }% 

*! itMifv 'I*HI- lot-fin* f*!ff* j!i*itt i l ifi* 4*i!ijil< t Vi*<* itvi*c* uvantngc dans la thcor'ir <l<*s 
Mintix sl* i^iitiliiin* i|*4 i"iiiiriii% Inirces Hiir den sttrfaccs tpH'lccHHjiH^s, aiusi 

NIMIH i**ftfiifi'rnii^ *i*iii Noli* fun* hi ili'iiMKiHttMlion d'uii llicortunc ditfnc dc 
r'iu.it *|i% ,iii|iM'l iti ^** trottvc (Miuilitit i*u romparaut la nio^cnno | 
ii*n|iir ruin* |iIfiHi4*tn^ iii*n$iiri**4 aver Ii*ur wo.vctwc arillimAli(|tic. Voici 



If, /.*i tntt\rnnt* xPntni'tritim* rntrt' [ilitsir.tti's hninhivs A 
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Demonstration. Soil n le nombre des leltres A, B, C, D, .... 11 suffira 
de prouver qu'on a gen6ralement 



( 35 ) '{/ABCUTT. < 

ou, ce qui revient au merne, 

(36) 



Or, en premier lieu, on aura 6videmment, pour /i~2, 



a 



et Ton en conclura, en prenant successivement n 4; =8, . . . , enfin =: 



ABCD < ( r -^~^- } ( ilZLi: ) < 



ABCDEFGH < /A + B + C + D V /E + F + G 



4 ; v 4 

A -t- B -4- C -4- 1) -t- E 4- F + G + HN 8 



(3 7 ) 



En second lieu, si n n^est pas un terme de la progression geometrique 

2, 4, 8, 16, ..., 

on d6signera par 2 m un terme de cette progression sup^rie'ure ^ n, et Ton 

fera 

A-f-B-f-C-t-D-H... 

K = - n - : ; 

puis, en revenant & la formule (37), et supposant dans le premier membre 
de cette formule les 2'" n derniers facteurs egaux a K, on irouvera 



ABCD 



. . .K-< r 



ou, en d'aulres termes, 
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On aura done par suite 

ABCI)...<K"- 



ce qu'il fallait, demontrer. 

Corollaire. On conclut g6n6ralement de la formule (36) 
(38) AH-B-hCH-D-t-...>/i v/ABCDTTT , 
quel que soil le nomhre des lettres A, B, C, D, Ainsi, par exeinple, 



-QEuvresde C. S. II, t III. 
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NOTE III. 

SUR LA RESOLUTION NUMERIQUE DKS EQUATIONS. 



Resoudre mimer iquement une ou plusietirs equations, c'est, trouvor les 
valeurs en nombres des inconnues qu'elles renferment; ce qui exige evi- 
clemment que les constantes comprises dans les equations donl il s'agit 
soient elles-memes reduites en nombres. Nous nous occupcrons seulemerit 
ici des equations qui renferment une iriconnue, et nous commcnccrons par 
etablir, a leur egard, les theor&mes suivants. 



I. Soil f(jL') une fonction. reelle de la variable ,/, tjui dcnwnre 
continue *par rapport a cette variable etitre les limiles .r : ,r () , a" : X. Si les 
deux qaantites /(^ )> /(^) sont de signes contraires, on /jourra satisfaire a 
I' eg nation 



par une oa plusieurs valeurs reelles de x comprises entre ,r ei X . 
Demonstration. Soil x$ la plus petite des deux quantites ^? () , X. Faisons 

X ^ = h, 

et designons par m un nombre entier quelconque superieur a runite. Comme 
des deux quantit6s f(x ), /(X), Tune est positive, Fautre negative, si Ton 
forme la suite 



et que, dans cette suite, on compare successivement le premier lerme avec 
le second, le second avec le troisieme, le troisieme avec le quatrifemc, etc., 
on fmira necessairement par trouver une ou plusieurs fois deux termes con- 
secutifs qui seront de signes contraires. Soient 
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li'iix tin-mo* lit* ,..|t* o*|M'c*o f .rj otatil la plus petite des deux valours UOITCS- 
pottdantos ill* ,r On aura ovidomtnont 



-V 

( \ 




\\iiut ilt'iormitu* .f, I*! \' outturn' cm vio.nl do !e dir<s on pourra de nieauN 
t*iiiri rrs fini\ notivrlli's valours do .*, on plarr deux autres ,r,, X"qui, sub- 
*s ilaiis/^.iM, doimotil dos rosultals do signos coiilrairos, el, qui soienl 



Ivii rttiiiiniiiiii! ain?ii, itii obtioiulra : i" two so.rio do valfturs c.roissanlcs do .r, 



*" HIM* M*t'i 4i* valour* diVroisH 

<*' .. \, \', \'\ ..., ' 

i|ui Hur|ji*Httit li** prt % tiiii ; ros do (juanlitos rospootivouicnt egales aux pro- 
liiiiN 

\ f \- r -v 

I - < \ -r t. ( \ .r,,i, -< ( \ .!-,), . . ., 
//i /// ' 

liiiifiiiif |iir fliffort*r <Io oo?4 protiiic^ros vaI(M.irs aussi [>ou quo Ton voudra. 

I In tltiil iu i'fiiiritin 1 i|Uf IOH f.intiOH gi*ueraux dos sftrios (u) (U, (3) conv( i r^o- 
rufit %'i*f'H ifn* Ittitito i*<itittiiiii!i. Sent // o.etto liruilo. IMiiscjuo la fonctiou /(/) 

* ./ ju^tftfa ,r \ f IOH tonnos gen6raux des series 



rM$vi*rj<*riM>t ogntoittoiii vors la liruite connnuno /(^); el, o.onuuo en s'ap- 
|irtirlniiit ili* 1*1*111* Htnito ih rostoront toujours do sipies conlrairos, il csl elair 
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que la quantity /(a), necessairement fini'e, ne pourra (Merer do aero. Par 

consequent on verifiera 1'equation 



en attribuant a la variable x la valeur particuliere a comprise entre .r () et X. 
En d'autres termes, 

(4) .r = 

sera une ratine de 1'equation (r). l 

Scolie L Si, apres avoir pouss6 les series (a) et (3) jusqu'aux terrnes 

x n et X<"> 

(/2 designant un nombre entier quelconque), on prend la deim-somme do res 
deux termes pour valeur approcb6e de la racine a, I'erreur conirnise sera phis 
petite que leur demi-difference, savoir 

i X /r n 



Comme cette derniere expression decroit indefinimcrit a rnesure (juo // aug- 
mente, il en resulte que, en calculant un nombre suffisant de to.nnos des 
deux series, on finira par obtenir de la racine ci des valours aussi approcliees 
que Ton voudra. 

Scolie IL S J il existe entre les limites ^r , X plusienrs racincs Holies de 
1'equation (i), la methode prec6clente en fera connattre une partio, cM. quel- 
quefois meme les fournira toutes. Alors on trouvcra ponr .r 4 ot X', on biert 
pour x, et X", ... plusieurs syst^mes de valeurs qui jouiront des mfrnes 
propri^tes. 

Scolie III. -~ Si la fonction f(x] est constammont c.roissanlc on c.onslarn- 
ment d6croissante depuis x = x, jusqu'a ^ = X, il n'existera entre ces limitos 
qu j une seule vaieur de x propre verifier liquation (r). 

Corollaire L - Si 1'equation (i) n 'a pas de racines reelles comprises entre 
les limites * , X, les deux quantit^s 



/(X) 
seront de m^me signe. 
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Corollaire II. Si, dans 1'enonce du theoreme I, on remplace la fonc- 
tion /(.r) par 

f(x}~-b 

(b designant une quantity constante), on obtiendra preeisement le theo- 
r&me IV du Chapitre II ( II). Dans la m6me bypothese, en suivant la methode 
d-dessus indiqiiee, on d6terminera numeriquement les racines cle Pequation 



comprises entre x (] et X. 

Nota. Lorsque 1'equation (i) a plusieurs raeines comprises entre # 
et X, en calculant les series (2) et (3), on n'est pas toujours assure d'ob- 
tenir la plus petite ou la plus grande des racines dont il s'agit. Mais on peut 
arriver a ce but en suivant une autre methode dont M. Legendre a fait usage 
dans le Supplement a la TlieorLe des nombres. Cette seconde methode se 
deduit immediatement deg deux th6oremes que je vais enoncer. 



IL Supposons, comme dans le theoreme I, que la fonction f(x) 
reste continue depuis x^x$juscju'a it? = X (X etant superieur a j? ), et desi- 
g-f ions par o>(.r), %(.-a?) deux fonct ions auxiliaires, egalement continues dans 
I'intervalle dont il s'agit, mais de plus assujetties : i a crottre constamment 
avec x dans cet intervalle; 2 a four nir pour la difference 



une expression variable qui, d'abord negative lorsqu'on attribue a ,r la 
valeur particuliere x$, demeure toujours egale (au signe pres) a f(x). Si 
I* Equation 



(0 

a une OIL plusieurs racines reelles comprises entre x et X, les valeurs de x 



(6) ^'o> ^?l ^2? &*9 -> 

et deduces les unes des autres par le moyen des for mules 

(7) ?(.r l ) = ^(^ ), 9(d?0 = X( J? i) ?(^ 3 ) "/(^O* 

composeront une strie de quantites croissantes dont le terme general conver- 
gera vers la plus petite de ces racines. Si, au contraire, I 'equation (i) n'a 
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la seeonde se deduit imm , dialemem 



et ? par suite, 

(10) 



croiss es: . 



les em deral formules TO 



on en conclura 
et, par suite, 

(9) 

De meme, en combinanl les trois formules 



= ait 



ou, ce qui revient , m , vermera Tequation dont il 

, oc qui revient au meme, la suivante 

(0 ,._ 

x a '> et 1'on aura en consequence 

(8) 



MITE III. 
t'sr pom* ,r >r ^ cm allra 




lit* plus * , Haiti nittiphs twtiv .r tt el ,/, auuine racine reelle do Tequation 

vf .r */ i r .1 c> 



in- ' inna.M-,1 i-i*nli*niii*i* fiiin* Irs limittts ./, ,r s ; it par consequent (voir lo 

I In* ill i'llir' |, i'ilfiillUitt't* '. 



i|ii.nititi^ id* tii<\iu<. ^igur, r't^t-a-diro loutcs deux negatives. On 

Vt.,r t i - ' yM.r, i 

* 4 | IM||M* ||i ^ |' f y, /',, , f 



'tfiii* i ni iiiir rit* fltitii It* l<niii gi*iit ; nil .r /lf croi^sanl. eonstamrnenl av(^c // 
. it* {('intuit |4iiMi- f tir|i*i fc .M*r (a nn:*itii //, cuinvergo.ra muu^ssairemotil vers 
u l?iiiii H r^.ilr <i jiifii ii-tiii* It riUrt rauMttc 1 . Nouuiious / ccitto litnile. Cornnie, 
is infii !>-. ri|jliiiii* / ; tilt it, qtiul illlt 1 soil /i f 

Vi-^M i l /<''' "^ 

M I'll riiiriiiri ifi f.ti^iiii rroltri 1 n indfHinimcMit, et passant aux liiniles, 



I ..i /M*ni i*tii*-i!ii l tiii! iitit* racine (It 1 ['equation (); at, puisque 

i-i'itf ^t* |lu% quo *r |} an iHre sup^rhMiro a la racine a, on 

i M , / //. 



m COURS D'ANALYSE. 

Mmettons, en second lieu, que 1'equation (i) n'ait pas dc racines roelies 
comprises entre * el X. On prouvera encore dans celte hypoihese quo le 
terme general x n de la serie (6) crott constamment avec /*, du moins lant 
que ce terme reste inferieur a X. En effel, tanl que celte condition sera rein- 

pile, la difference 

?(#) xC^/'* 

sera (theoreme I, corollaire I) de meme signe quo 



c'est~a-dire negative et, par suite, on etablira comme ci-dessus los for- 

mules (n), (12), De plus, x tl ne pourra converger vers uno limito. lixo / 

inferieure a X, puisque 1'exislence de cette limite entrainorail ovidemment 
1'equation (i3), et par suite 1'existence d'une racine reelle comprise onlro ,r, 
et X. Done il faudra necessairement, dans rhypothese admiso, quo la valour 
de x {l finisse par surpasser la limite X. 

Corollaire I. Les conditions auxquelles les fonctions auxiliairos 9 (.*), 
j f (x) sont assujetties dans l'nonce clu theoreme II pcuvcnt etre rornplios 
d'une infinite de manieres. Mais, parmi le nombre irifini des valours quo Ton 
peut attribuer a la fonction <p(#), il iniporte d'en choisir une qui pennette 
de resoudre facilement les equations (7), e'est-a-dire, on general, toute 

equation de la forme 

cp(,r) =. const. 

La valeur de y(x) etant choisie, comme on vient de le dir<s on ealeulera 
sans peine les dilferents termes de la serie (6), et il suffira de eherelier la 
limite vers laquelle iis convergent pour obteriir la plus petite des raeines do 
1'equation (i) comprises entre x et X. Si ces monies termes tinissent par 
surpasser X, liquation (i) n'aura pas de racine reelle dans I'intervalle do .r, 
iX. 

Corollaire II. Si Ton prend 

#0 = 0, 

et si, de plus, 1'equation (i) adrnet des racines positives, les quantitfis .r,, 
i,-.. seront toutes inferieures & la plus petite vacine de cette espoee, et en 
fourniront des valeurs de plus en plus approchees. 



III. Supposons, comme dans le theoreme [, que la fonction f(#) 
demeure continue depuis oc^x, jusqu'd x ^X (X etant supirieur A **), et 
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designons par <f(x), %(x) deux fo nations auxiliaires egalement continues 
dans V inter valle dont ils'agit, mais de plus assujetties : \ a croitre constam- 
ment avec x dans cet inter valle; 2 a four nir pour la difference 



unc expression variable qui devienne positive lorsqu'on attribue a x la valeitr 
particuliere X, et demeure toujours egale, au signe pres, a f(x). Si V equa- 
tion 

(0 f(#)=o 

a tine ou plusieurs racines reelles comprises entre .r ei X, les valeurs de x 
representees par 

/,r\ \ \> X" \" r 

\ ' " ; uV, 4\. y /V , aV , ... 

et, deduites les unes des autres par le mojen des for mules 
(16) ? (X')=x(X), 



composeront une serie de quantiles decroissantes dont Le terme general con- 
verger a vers la plus grande de ces racines. Si au contraire V equation (i) n'a 
pas de racines reelles comprises entre x$ et X, le terme general de la serie (i5 ) 
Jinira par s } abaisser au-dessous (ie XQ. 

La demonstration de ce troisi^me theoreme est tellement semblable a 
colle du second que, pour abreger, nous nous dispenserons de la rapporter 
ici. 

Corollaire I. Parmi le nombre infini cle valeurs qu'on peut attribuer a 
la fonclion o(^) de maniere a remplir les conditions exig^es, il importe d'en 
choisir une qui permelte de r^soudre facilement les equations (16), c'est- 
a-dire, en general, toute equation de la forme 

Q(X) =z const. 

La valcur de o(.) elant choisie comme on vient de le dire, on calculera sans 
peinc les differents termes de la s6rie (i5), et il sufiira de chercher la liinite 
vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus grande des racines de liqua- 
tion (i) comprises entre x, etX. Si ces memes termes Onissenl par s'abaisser 
au-clessous de ^ , liquation (r) n'aura pas cle racine reelle dans 1'intervalle 
de Jf ^ l *&' 

OEuvre.s de C. - S.U, I. III. ^ 
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Corollaire IL Si, {'equation (i) ayant des racines positives, X surpasse 
la plus grande racine cle cette espece, les quantises X', X", ... resloront 
touies superieures a cette meine racine et en fourniront des valour's de plus 
en plus approcliees- 

Scolie L Si 1'equation (i) n'a qu'une seule racine reel I e a comprise 
on ire X Q et X, les termes generaux des series (6) et (/i>), dont la premiere 
est croissante et la seconde decroissante, convergcront vcrs uno H mi to com- 
mune egale a celte racine. Alors, si Ton prolonge ces series jusqu'aux tonnes* 

x n et X (/l \ 

puis que Ton prenne la demi-somme de ces deux termes pour valour uppro- 
chee de la racine a, I'erreur cornmise sera plus polite quo 



Scolie II. Pour montrer une application des principes que nous vonous 
d'etablir, considerons en particulier Tequation 

(17) **- Aj.**-' - A, a?'- 2 -. . . - A,,-!.*? -- A /w -; o, 

m designant un nombre cntier quelconque, et 

AI, A 2 , ...> A,,,-!, A m 

des quantites positives ou riuJles. Comme le premier membro do eollo equa- 
tion est negatif pour x= o et positif pour de tres grandes valours do ^ il on 
resuke qu'elle a au moins une racine positive et iinie. Do plus, cotlo mc^mo 
equation, ne differant pas de la suivante 



dont le second membrc reste invariable, tanchs quo Ic proniior <l ((-..<)?( o,,,,- 
stamment pour des valeurs posi.ives et croissarites de .r, n'iulmcllra vidm- 
ment qu'une seule racine reelle et positive. Soient a cette racine et \ | pins 
grand des nombres 

A,, A,, ..., A W _,, A m ; 

enfm, designons U'ordinaire uue. moyenne entre ce. nomhros par la ,,.- 
lion 
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' T ' .. v fais, 



^ 4 , a fo ,. 
HUM*' MI- 4rH. rt'-imnHttn-t-* 



" . OM(A,, \ lf ...,A W .. 1 ,A W ) 
V j, \ M 1 ; A-"' ! 



(17) s(ra comprise onliv los 

% (MM ic\si-riarit par 

V, ** w r *l A,^ 111 ^ 

|iiti% i*t ( ||HH ^iMiiil ii*ii trrtt*H nnftniu'jH clans h pol t vnAiuo 

A,^ i i A,** . ...-* A w .,.hA w , 

|*ir ^w Ii* tir <*i*tf* ijiii tllfWrt*iit ilr ftro, on anra ^v 



1*1, 



t* f < LHI |iir |j ijiiiir fi %i*i*$ i'tiii|iihi* i*nt** Ii* plus fH-Mit ol le phn prand 



i^i^-fii* 1 , n$ irilii il>t liii*!*!*!*!!!* 1 I i tHifclliut*c* I), I premier trH",rnln"< k do 

!iMn t ; r*H**ii iMT'Mil' tii % |tilii4 .r j tint} u 'ft r r-., r/ t el posilif depuis 

|iijM. * / it *'ti ri*^ttlt* i|ii*iiii pourra ehoisir encore pour limile 

nit* 4f I*t IP IIP* * lt |*ltH gritnil tit 1 ?* noitihres onliors tjui rendent nega- 



,/ M( ' ... A /w . ,,r - A w|t 
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et pour limitc superieure le plus petit de ceux qui la rcnclonl positive. Soien! 

mainlenant 

&Ql X 

les deux Itmites inferieure et superieure calculus d'aprfts I'nne des regies 
que nous venoas d'indiquer. Si Ton fait, en outre, 

(21) o(tf) = j?'", ^(^)~A. i ^ m - i -{- A s .-r'- 2 -f-. . -+ A^.r I A,,,, 

les theoremes II et III seront applicables a liquation (17); el e.omme, flans 
ceLte hypothese, chacune des Equations (7) ou (16) se tronvera redniie a la 

forme 

x m = const., 

il deviendra facile de caiculer les quantiles comprises dans les deux series 

XV / v n v i" 
y J\ , JV , A , . , 



dont les termes g6neraux seront les valeurs approclukis en pins et en moins 
de la racine a. 

Scolie III. Consiclerons encore Tequation 

( 22) .x m -+- Aj.^" 1 - 1 + A 2 *?'*-* -h . . . -h A,,^, ,r A,,, :::: <>, 

m desig-nant toujours un nombre entier, et 



des quantites positives ou nulles, dont la plus grande soil egale a A. Kn pre- 
nant - pour inconnue, on pourra presenter cette equation sous la forme sui- 
vante 

(a3) (l.} M -^l(l.\ m - l ^^s=l( 1 \ m - t "A, i 

; \x) A(B w A, M U; " A^;-r ..... -A,,, - 

qui estpareille a celle de liquation (17). On en conclura que I'6(|ualuti (au) 
adtnet une seule racine positive inferieure au quotient 
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ct que cette racine est comprise, non seulenienl entre la plus petite et la plus 
grande cles quantit.es 



n^m representant le nombre des termes variables renfermes dans le pre- 
mier membre cle liquation (22), mais aussi entre le plus grand des nombres 
entiers qui rendent negative 1'expression 



et le plus petit de ceux qui la rendent positive. Apres avoir fixe, d'apres ces 
remar(]ucs, deux limites en plus et en moins cle la racine en question, il 
suffira, pour en approcher davantage, d'appliquer les theoremes II et III a 

liquation (28), en y regardant comme Tinconnue qu'il s'agit de deter- 

(K 

miner. 

Scoiie IV. Si liquation (i) avait deux racines reelles comprises entre j? 
et X, rnais extremement rappr.och6es 1'u-ne de 1'autre, les termes generaux 
des series (6) et (i5) paraftraienl au premier abord converger vers la meme 
limite, et Ton pourrait prolonger longtemps les deux series avant de s'aperce- 
voir de la difference entrfe les limites vers lesquelles ils convergent effective- 
ment. La m(3me remarque est applicable aux series (2) et (3). Par conse- 
. quent les m6thocles de r6solution fondees uniquement sur le theoreme I ou 
bieri sur les th6or^me6 II et III ne sont pas propres a faire connattre, dans 
tous les cas, le nombre des racines r6elles d'une equation numerique: mais 
elles fourniront toujours des valeurs aussi approchees que Ton voudra de 
toute racine r6elle qui se trouvera seule comprise entre deux limites don- 
n6es. 

Dans le cas particulier ou liquation numerique que Ton considere a pour 
premier membre une fonction r6elle et entiere de la variable x 9 on pent 
tout i\ la fois, ainsi que M. Lagrange 1'a fait voir, determiner le nombre des 
racines reelles et calculer leurs valeurs approch6es. Pour atteindre facile- 
rnent ce but, il convient de r6duire d' abord liquation proposee a n'avoir que 
des racines in^gales, en op6rant comme il suit. 

Soil 

(27) 'F(#) = o 

liquation donnee. D6signons par a, b, c, ... ses diverses racines reelles ou 
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im.gin.iras, et par le degre de son premier mcmbrc, dans loquol nous 
supposerons le coefficient de la pins haute puissance de .* rfirtuit a 1 unit*. 
Enfin, soient m' le nombre des racines egales a a, m" le nomhro dcs racines 
egales a *, ' le nombre des racines egales he, .... On aura 



m' -+- m" -+-m"+... '= 



et 



(29) 

I 
On en conclura, en designanL par z une nouvolle variable, 



Si maintenant on fait 



et que Ton cleveloppe les expressions 



x a 



> 1 



suivant les puissances ascendantes de 5, requation (3o) devienclra 



111" 
} 



-j j ... ii i -r- , *t 

# a J \ x b 

m r m" m'" 

- f i I i _i ___^___ _L_ 1 "* I * 

- "T" I ~T~ r ~T" n^ I <rf " V" 

1 xy /y /) -y / ' 

^^ t6 ivt- I/ uC. O 



puis, en egalant de part et d'atitre les coefficients de la promierc pui 
de ^, on trouvera 



x a xb x 



Comme la formule precedente a pour dernier rnembre une fraction 
brique evideraraent irrtductible, U ,er> resullc qu f il sufOt de divisor le pre- 



NOTE III. ;j<)t 

inirr itt.'ifibiy f i . .it* iVijiniiiiiij n; ) par |<> p j, ls Rraa( i cm mmm divlsour 
*!". ijriix ||>IIUUUH I'Yr t % F { i-.rl putir ramoniT retlo equation a la suivanto 

* 4 l ' i .r - ii|| k r - h) (,r r),., o % 

tjiii ti 4 ** i|tji* i|i* nirim*<i im^alt**. 

\MIS in* iiiiii% aiTiMi*'riii-H |ni-f4 ,1 fain* voir ctniiniont cm pourrail deduire dcs 

iiiriiii-% |iniiri|u*s tli\iM'M*% iVi|tiutU)tis dotit les rarituw, Icwitos in6j;alcs oniro 

i'llr^ siriti*iit M|iiival*itlf**i, liiulut aux rarinos siuiplos, tanlAl aux radncs 

dittihlt-H, i,isti/i! *ni% r;icitii*H trijdrs, itt\ cli hi proposed. Nous ajotitcrotis sen- 

i-i t|iM*lt|itt*H n*iii;ifijtii% rolutivon an nts ofi Ton suppose immediato- 

liiiiii*H |I*H nirift<*H *li* IVipiation i'*,;) iiu ; galis eulrn elles. Cliaeun dcs 

liiiiMlii'rs in , tn\ m* t . . , HI n*duUatil alnrs a rtufil<% on tire la formula (3'4) 



i 1, | ,1! Illli", 

I |**| ! /I "1 I It II !| A **),,. 

i % t > 

I Fjfri |ff r/)(r b] 



t t i1ii}iiiiiiiHi* iiiliiii.*it% It* prodml di* curres <Ios didoronees enln* 

'47! ^t(tiivalont f ahjjtraction faite du signo, an 



-i |iir riiii%t*ijiii*iit an t(i*riiii*r !f*rm tit* rtnfiiiilitin <n 5 quo founiil rcliniina- 
i|i* ,i- ti% 



i 1*14') -: ii t 5 - 

i|iii% IMS ii|pi*i*il II la ntltnir numt f $rtqnc tlo <*c^ dornievr lerni(% on 



, ^ MI /MMn -fi 1 .,.ift -r 1 ...-.:-.:l:II. 

fMiit Li tit*'*!***' h%iH*tli*'*M% It*** >iiI*rH dt! F { (n) t F|(/o doniuM's par Ins 
i** i'ti iiVliiiit j*ttii,tM iititl*^* si I'OH d^igrio par a uno racine nudlo dt k 

au noinbrt 1 d<* valours lrt>s potiios pour 
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que ies deux quanlites 

F(a -f- a) = a Fj (<z) 4- a' F 2 ( a ) -H . . . , 
f( a - a] = - a Fi (a) -f- a 2 F s (a) . . . 

soient cle signes contraires. De plus, si Ton represenlc par ,-r , X deux limiies 
inferieure et superieure entre lesquelles la seule racine reclle a se trouva 
comprise, en vert if du theoreme I (corollairc I), F(X) sera do mftme signe 
que F(a-ha), F(.r ) de meme signe que F(# a), et par suite Ies deux 

quantites 

F(^o), F(X) ' 

seront de signes contraires. 

Lorsque liquation (27) n'a pas de racines egales, on (ju'elle a <H6 d6bar- 
rassee de celles qu'elle pouvait avoir, il devienl, facile de detenuiner pour 
cette equation, nonseulement deux limites entre lesquelles lonlos Ies racinos 
reelles se troavent renfermees, mais encore Line suite de qunnlites qni, prises 
deux a deux, servent de limites respeclives aux diflei'enles i-acines de cette 
espece, et enfin Ies valeurs aussi approchees que Pon votidra do cos mAtues 
racines. C'est ce que nous allons etablir, en resolvanl Pun apros Pautre ies 
trots problemes suivants. 

PROBL^ME I. Determiner deux limites entre lesf/uelles LoHlvs Ies ratines 

reelles de I' equation 



se tro uve til renfermees. 

Solution. F(#) etant par hypothese tin polyn6rne reel, du degre m par 
rapport a x, et dans lequel la plus haute puissance de # a pour cocflicient 
Punite, si Pon designe Ies coefficients successifs des puissances inferieure* 
par 



et Ies valeurs numeriques de ces mfimes coefficients par 

A,-, A 2 , . .., A,,,-!, \ M9 
on aura ideniiquement 

( 3 9) \ F(*) = ^-H iX"-*+ atX*-* + ...+ *,_ 
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Soit maintenant k un nombre superieur a la racine positive unique del'equa- 
lion (17) (lh6orftme III, scolie II). Le polynome (20) sera positif toutes les 
(bis qu'on supposera x> k. Par suite, il suffira d'attribuer a x une valeur nu- 
m&rique plus grande que le nombre k, pour que la somme des valeurs nume- 
riques des terrnes 

A, a?"- 1 , A,*'"-', ..., A m _^, A 

devienne iriferieure h la valeur numSrique de x m . II en resulte que le premier 
mombre de I'equation (27) ne poarra jamais s'evanouir, tant que la valeur de 
.T sera situee hors des lirmtes 

- /c, 4- k. 

Done toutes les racines positives ou negatives de Tequation (27) seront com- 
prises entre ces monies limiles. 

Scolie L Le nombre k etant assujetti a la seule condition de surpasser 
la racine positive de I'equation (17), on peutle supposer egal soit a la plus 
grande des expressions (19), soit au plus petit des nbmbres entiers qui, sub- 
stitties a la place de x dans le polyndme (20), donnent un resultat positif. 

Scolie If. On pent ais6ment s'assurer que le nombre k, determine 
comme on vient de le dire, est superieur, non seulement aux valeurs nume- 
riques des racines r6elles de I'equation (27), mais encore aux modules de 
toutes les racines imaginaires. En effet, soit . 



-v/ i sin*) 
une semblable racine. On aura en meme temps les deux equations reelles 



r m cosrnt 1 Aj r r 
=h A, r 

r m smmt 



" 1 cos(m i) 
~* cos( m 2 ) t 



m = o, 



(4o) 



(40 



ct, en ajoutant la premiere Equation multipliee par c.osmt a la seconde mul 
tiple par sinm^, on en conclura 



= o. 



A 2 r w - 2 COS2 1 . . . Aw-i r cos( m 



Or il est clair qu'on ne saurait satisfaire a cette derniere equation en suppo- 
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sant r > A-, puisque dans cette hypothese la valeur numenque tie >"' surpasse 

la somme des valeurs numeriques des termes 



el a plus forte raison la somme des valeurs numeriques quo ces mfimes termes 
acquierent lorsqu'on les multiplie par des cosinus. 

Scolie III. En comparant avec le polynome (26) les premiers mombrcs 
des equations (27) et (4o), on prouverait facilemcnt quo, si Ton designe par 
g un nombre inferieur a la racine positive unique dc liquation (), # sera 
une limite inferieure, non seulement aux valeurs numeriques de unites les 
racines reelles de 1'equation (27), mais encore aux modules do Uwtes Is 
racines imaginaires. C'est ce qui arrivera, par exemple, si Tou prend pour ^, r 
la plus petite des expressions (20), ou le plus grand des nornbres nnliorsqui 
substitues a la place de x dans le polynome (26), donnent un rosultat m^atif. 
Le nombre g etant determine comme on vient de le dire, tonics les rucincH 
positives de liquation (27) se trouveront comprises entre less limiles 

H- g* + /c > 
et les racines negatives de la meme equation entre les limitos 



Scolie IV. Lorsqu'on se propose seulement d'oblcitir une limilo infe- 
rieure a la plus petite des racines positives ou superieure a la plus Brandts on 
peut quelquefois y parvenir en s'appuyant sur le corollairc du Mieoreme XVII 
(Note precedente). Supposons, en effet, que tons les tcrmcs du polyn6inc* 
F(a?), a 1'exception d'un seul, soient de meme signc. Liquation (27) prcndra 
la forme suivante: 



,,,.! x H~ A. m = A, x ' -*. 

Soit maintenant n le nombre des termes qui dans le premier membro de 
Fequation (43) ne se r6duisent pas a zero, et 



la moyenne geometrique entre ces termes, B designant la moyemie 6om6- 
trique enlre leurs coefficients. En vertu du corollaire du tbeoreme XVII 
(Note II), toute valeur reelle et positive de x propre a verifier r equation pro- 
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posec, ou, ce qui revient au meme, a lui servir de racine, satisfera necessai- 
roment a la condition 



ct, par consequent, a 1'une des deux suivantes 

(44) 
(45) 



savoir, a la premise, si m -.9 surpasse & et a la seconde, dans le cas con- 
trairc. II est bon d'observer que, si le nombre s s'evanouit, A, se reduira au 
coefficient de #, c'est-i-dire h 1'unite. 

Scolie V. II est encore facile d'obtenir deux limites, 1'une inferieure, 
1'aulre superieure aux racines positives de liquation (27), par la methode 
que jo vais indiqaer. On observera d'abord que toute equation dont le pre- 
mier membre n'offre qu'une variation de signe, c'est-a-dire toute equation 
qui se presente sous la forme 



on sous la suivante 

A ^ z A^" 2 - 1 . . . + A. n x m -* + A^!^-"- 1 ^. . .= o, 

A , A,, ..., Art, A n4 .j, ... d^signant des nombres quelconques, n'admet 
qu'une racine positive, 6videmment egale a la seule valeur positive de x 
pour laquelle la fraction 



qui crott saris cesse depuis ^?=o jusqu'k ^=zoo, puisse se reduire a Tunite. 
Par consequent le premier membre d'une semblable equation aura le meme 
signe que ses premiers ou ses derniers termes, suivant que la valeur de x 
sera superieure & la facine dont il s'agit, ou comprise entre zero et cette 
mfeme racine. Cela pose, concevons que, dans le polyn6me (89), k s x s soil 
le premier terme n6gatif apres x m , -4- ^ u x u le premier terme positif apres 
A. s & s , h. v x v le premier terme negatif apres A w o?% -+-A. w x w le premier 
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terme positif apres K. v cc v , . . . , en sorte que 1'equation (27) devienne 



m - u 4- A W _H a'"-"- 1 H- . . . 

A mv _ -A <r ?tl v 1 _ -.1 - A /y>w W i_ A ^mwi_\ -4- A /\ 

XX^i't' JT3.(;-|_1 U/ . . . J .'l w/ iX. J Xl.(y_f-l U' ~T~ -i -*-/;& -- '-' 

On conclura des remarques precedentes, que toute valeur positive de x propre 
a verifier 1'equation (27) doit tre : i inferieure a la plus grancle des racines 
positives des Equations 

y/'fc I - A -y^m-l i _ A sy.nts _ A ,-^ms 1 _ n 

vC/ I Z.| iX.' 1 ... ~~ jt'V^ >v JT.^^_ ^ iX' ^^ ... - V/ 9 

A/rM w _u A <y>w w 1 L_ A .yinv A ^.mvl. _ A 

K ,T 1~ A^-|_i X- -T- . . . j!\t;u; AfH-i & Oy 

...... ........ ... ..................... ............... 9 

2 superieure & la plus petite de ces memes racines, lorsque A /n est precede 
du signe , et, daas le cas contraire, ii la plus petite des racines positives 
des equations de la forme 



x m ~* 4- A-M ^ w ~- 1 H- . . . = o, 

_ A rftnv _ A f^m vl \_ A ^rnw _\ \ m~- w 1 _i /% 

rXpiX' JX(_j_[ a/ . . . T" xl-tv t*' ~T" xl.^_f.j[ i// 1~ . . . - \Jf 

Quelquefois les deux conditions qu'on vient d'enoncer s'excluent mutuelle- 
ment, et alors on pent affirmer que 1'equation (27) n'a pas de racines posi- 
tives. 

PROBLEMS II. Troiiver le nombre des racines reelles de l } equation (27), 
avec une saite de quantites qui, prises deux a deux, servent de limites a 
ces memes racines. 

Solution. Nous supposerons Tequatiori (27) reduite a ri'avoir que des 
racines inegales. Alors, si Ton designe par k (voirle problemeprec6clent) une 
limite sup6rieure aux valeurs num^riques de toutes les racines reelles, par h 
un nombre moindre que la plus petite difference entre ces racines, enfin par 
/Cu /: 2 , . . ., k tl d'autresnombres tellement choisis que, dans la suite 

(46) /c, 7q, -~/c 2 , ..., /:, o, k n , ..., /f 2 , k l9 A", 

la difference entre un terme et ceiui qui le precede soit toujours une quantite 
positive egale ou inferieure a 7z, il est clair que deux termes cons<cutifs de la 
suite (46) ne comprendront jamais entre eux plus d'une racine reelle. D'aii- 
leurs, lorsqu'on substitue a la place de x dans le polyndme F(#) deux quan- 
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tites entre lesquelles une seule racine reelle au plus se trouve renfermee, les 
resultats obtenus sont cle m6me signe ou de signes contraires; pourparler 
autrement, la comparaison de ces deux resultats offre une permanence de 
signe, ou une variation de signe, suivant qu'il n'existe pas de racine reelle, 
ou qu'il en existe une entre les deux quantites dont il s'agit. Par consequent, 
si Pon prend les termes de la suite (46) pour des valeurs successives de la 
variable x, et que Pon forme la suite des vaieurs correspondantes du poly- 
n6me F(#), cette nouvelle suite offrira precisement autant de variations de 
signe que Pequation (27) a de racines reelles, et chacune de ces racines sera 
comprise entre deux valeurs consecutives cle x qui, substitutes dans F(x), 
donnent des resultats de signes contraires. Ainsi toute la difficult^ consiste a 
trottver pour le nombre h une valeur convenable. On y parvient de la ma- 
mere suivante. 

Designons par H la valeur numerique du dernier terme de 1'equation en z 
que fournit l'61imination de x entre les formules (87). Le nombre H, ainsi 
qu'on Pa deja remarqu6, sera Equivalent (abslraction faite du signe) au pro- 
duit des carres des differences entre les racines reelles ou imaginaires de 
['equation (27). Par suite H 2 " sera equivalent au produit des modules de ces 
differences (ie module de chaque difference r6elle n'etant autre chose que sa 
valeur num6rique). Cela pos6, soient , b deux racines distinctes de Pequa- 
tion (27). Si ces deux racines sont reelles, chacune d'elles ayant alors une va- 
leur numerique inf6rieure k A*, la valeur numerique de leur difference, c'est- 
Si-diro la difference ou la somme de leurs valeurs num^riques, ne surpassera 
jamais 2 k. Si, au contraire, chacune de ces racines ouPune d'elles seulement 
devient imaginaire, on pourra, en d6signant par r lf r 2 leurs modules, et par 
/!, ^ 2 deux arcs reels, supposer 



et Ton en deduira 

a 6 = r, cos t l r, cos ^ + ( r i sin ^ r 2 sin h) y 7 i , 

mod. (a b) = [(/' ! * 

=. [r\ 

Ou aura done 

mod. (a b) <r 1 -h /* 2) 

et, par suite, 

(47) mod. (a b) <ik t 



i i 

r\Y < (r\ 4- 2/- t r t 4- r|)'-. 
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pourvu que le nombre k ait ete choisi, comme dans le premier probleme, 
de maniere a surpasser, non seulement les valours numeriques do toutes les 
racines reelles, mais encore les modules cle toutes les racines imaginaires. 
On prouvera de meme que chacune des differences 

a c, . . ., b c, 

a pour module un nombre inferieur h 2/r, et Ton en conclura que, si, aprds 

. , _ . m ( m i ) 
avoir forme tous les modules de cette espece en nombre egal a -*- j 

on met de c6te Tun d'entre eux, par excmple le module, dc la difference 
a b, le produit de tous les autres sera un nombre iuferieur a I'expression 



(2/C) 

Done, si Ton multiplie cette expression par le module de la difference a &, 
on trouvera un resultat plus grand que le produil clcs modules do toutes les 
differences, c'est-a-dire un resultat plus grand que IP. En d'autres lermes, 
on aura 



ou, ce qui revient au m^me, 

(48) 



Lorsque les racines a et b sont reelles, le module de la difference a b HI* 
recluit a sa valeur numSrique. Par consequent on obliendra un nombre k in- 
ferieur a la plus petite difference entre les racines r6elles de liquation (27 ), 
si Ton pose 

vA 

(49) A= 

(a*)" 

Scolie L II serait facile de prouver que, si cbacuri des nombres A lf 
A 2 , ..., A^ (probl&me I) est entier, le nombre II le sera egalement. Par 
suite, dans cette hypothese, le nombre H, qui ne peut s'evanouir tant qu les 
racines de 1'equatton (27) restent inegales entre elles, aura une valeur 6gale 
ou superieure a Tunite. Celapose, la formule (48) dormera 

( 5 ) mod. (a b)> 



m ( m j. ^ _ 3 
(2*) ^ 
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ot Ton en conclura que, pour obtenir un nonlbfe A inferieur a la plus petite 
difference entre les racines, il suffit cle p rend re 



m (in 1 ) 

(a*)~ ' 
Scolie II. Soit 

(52) Zrro 

1'equation en z que fournit Telimination de x entre les formules (87). Si, 
par la methocle ci-dessus indiquce (probleme I, scolie III), on determine 
une limite G inferieure aux modules de toutes les racines reelles ou imagi- 
naires de 1'equation (52), on aura, en designant toujours par a^ b, c, . . . les 

racines de 1'equation (27), 

mod.F 1 (a)>G, 

ou, ce qui revient au meme \_voir les equations (35)], 

mod. (a &)(# <?)...> G* 
On en conclura 



mod. (a c) . . > 
et, par suite, 

(53) 

puisque les differences 

a b y a c, 

qui renferment la racirie a combinee successivemeht avec toutes les aulres, 
sorit au riombre de m i, ou, si Ton met de cot6 la difference a &, au 
nombre cle ;n 2. Cela pose, il est clair que le norrrbre h satisfera encore 
aux conditions requises, si Ton prend 

__G___ 

Scolie III. Apr^s avoir d6termin h par Tune des methodes prececlenles, 
on pourra choisir pour la suite des nombres 

A:,, /tj, ..., k n 

une progression arithmetique d6croissante dont la difference soit egale ou 
inferieure a A, en se bornant toutefois aux termes de cette progression qui 
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restent compris entre les limites o, k. De plus, si Ton designe par g (voir le 
probleme I, scolie III) une limite inferieure aux valeurs numeriques de 
toutes les racines reelles de Fequation (27), on pourra evidemment datis la 
suite (46) supprimer tons les termes positifs ou negatifs dont les valeurs 
numeriques sont plus petites que g, en ecrivant a la place les deux seuls 
termes 

_ <r - 1 fr 

& 9 ^ & ' 

La suite (46) etant modifiee comme on vient de le dire, on substituera suc- 
cessivement dans le polynome F(#) : 1 les termes negatifs de cette suite 
depuis k jusqti'a g; 2 les termes positifs depuis -h^-jusqu'a -+/:; et, 
toutes les fois que deux termes consecutifs de la premiere ou de la seconde 
esp&ce fourniront des resultats de signes contraires, on sera certain qu'une 
racine reelle, negative dans le premier cas, positive dans le second, est ren- 
fenn6e entre ces deux termes. 

Scolie IV. Lorsqtie, par un moyen quelconque, on a determin6, pour 
1'equation (27), une valeur approch^e en plus ou en moins de la racine 
reelle a, on peut dans un grand nombre de cas obtenir de la meme racine 
une valeur approchee en sens contraire, et fixer deux lirnites, Tune plus 
grande que les racines r6elles inferieures a a, 1'autre plus petite que les 
racines reelles superieures, en s'appuyant sur la proposition que je vais 
enoneer. 

Representons a V ordinaire par 



les coefficients des premiere, deuxieme, troisieme, . . . puissances de z dans le 
ddveloppement de ^(x-\-z)\ par a, b, c, ... les diverses racines de V equa- 
tion (27), et par k un nombre superieur a leurs modules. Supposonsen outre 
que, la quantite % 6tant une valeur approchee de la racine reelle a, la diffe- 
rence a et la quantite a determinee par V equation 

=-$ 

soient assez petites j abstraction faite des signes t pour que, dans le polyndme 

(56) F 1 (0 + 2( 2 )F 2 () + 3( 2 )*F 3 (?) + 4(2) 3 F 4 (>:)+..., 

la valeur numerique du premier terme surpasse la somme des valeurs nume- 
riques de to us les autres. En fin designons par G un nombre infer ieur a 



* *>* vlt- Id ftt't'muw wtlfur nuutrrit/u? ( y//r / Mtnmc tinnl il s'ttffit. On sertt 

f* ftf : i * i/iir / f | />/cf>if r*W/r <t xe tnnwe .with* comprise en Ire lex Unities 



*/*** li flfjlrfffiff ri /i mi h <- n e/ttre la ravine a et une no>uwlle raeine 

il 

\-\A)' a " 

l*iiir ilt*ftiiiiiiii*r In ptMipuHittnit pnViMlonto, nous ohscrvcrous d'al>or(J (jii( v 
L-ISIH I'lii j$itlii*%t ailiiii^i 1 li* |i>lynuiiu % (M) Hunt do rm%te signo (jue sou pro- 
m**r t*rffi*, mi [Miiirra t*n din* atttattt tt fortiori dos doux polyn^inos 



i^fii i*ii Si*vi*lti|ijiai$t hs fractions 



|)tiiH%atnt*iH irt*iii}iiiilt^ tit* f it nyant i^gurd li liquation (55). Par 

(Hdyn^niox i^titnt cle siguos (tontraircs, il 
i*t d<* lotir 



II i it it litoiii** lint 1 ruttitu* r ; t*Ho do IVujuatiou (vj) onlrt* les liinilc^s 



l'*i|iiii!i* ifii'il n'y fit i|M*iiiit; i*< f iti trttt il st facile de voir quo, si phi- 

^iriir% riM 4 itn*H n*i!ili*^ iHiiii*i$t rinifcritiiti 1 ^ oiitn* CCH limitcw, an dc^siguant par 

ii * li Hi*iiitiliiliii*^ rucinoH ptimm I li Hiillo Puno dcTaulro, on ironvorail 

|*n valiMir^ <lt** 



ill* ^igm*i cofitrairen. Fur ccin^quetit rc 



tit* C ; - H. 11, l. HI. 
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aurait une racine reelle comprise entre a et b, laquellc sorait do la forme 



la quantite z etant renfermee entre les limites 2 a, -ha a. Or o'esl ee qu'on 
ne pent aclmettre; car, si Too remplace dans la formulc (3i) s par y 4- 5, M 
que Ton developpe le premier membre de cetle fonnnle ainsi niodiflee. sui- 
vant les puissances ascendantes de y, on en tircra 



(/-h 5) Ft(#) ~h (y 4- ;) 2 F s (,r) +. . . , 

puis, en egalant de part et d'autre les coefficients do la premiere puissance* 
de y, 

(60) F^.r + 5) = F^x) + as F,(o?) -4- 3 3 s F 3 (.r) -h .', 3 :J F 4 (,r ; j. , . . . 
Par suite, le developpement de 

(61) . F^^H-S) 
deviendra 

(62) Fj^) + 2;F 2 ( 



ef, comme dans le polyn6me (56) la valeur nnmoriqne du promior l<nno stir- 
passe la sqmme des valeurs numeriques de lous les aulros, il en sera ite rniHtii* 
a fortiori du polynome (62), tant quo la valeur uumerique dc^ 5 sera support* 
inferieure a celle de 2 a. II en resultc qae, dans eelte hypothese, lV\pns- 
sion (61) ne saurait s'evanouir. Done ['equation (5g) iTa pas do rarine.s r'u*!ies 
comprises entre les limites ~-2a, g-f-2a; et 1'equation (;) nVu a f|u*iuio 
entre ces limites. La racine dont il s'agil est necessairement eellc* (jni s'ap- 
proche le plus de la quantite , et que nous avons dosi^noo par <t. I>\uilr<* 
part, comme la fraction 



equivalenle au second des deux polynornes (58), (sl de menu- si^uo 
premier terme de ce polynome, savoir 



on doit en conclure que 
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i'iii <|ii;miiit*<, ,|< si^ncs rmttrairos, ot quo la raoine ,/ so trmive rcs- 

i'tilM If, di'UX (juntos 



Uiuui ,i !,t sfVMit.4** jtjtrftt* ,| 4 , |., proposiiiou oi-<lossus ououeoo, olio csl urn* 
'ii'M-.iiM'iirr ii!iiiH.,!i,it,t tin smile H, puisquc la quaulito (! rcslera evident 
iiir'iii tiiirni'uiv, iil.Mra*'tioi laili* <)u sigu<s an polyr6ino (62), c'csl-Ji-diro 
.MI ii.MH.i|jiiMiiriH i|i F jt ; HSU tiint quo la valour jMumViqmMle s no sur- 
l,^.*-r.i IMS t'i|l,. lit* .j f H p ar ruusoquont irifMMourc a la quanlitd Vi(a) 

iff l^i : , ; j t ,4,1 ptlSIIllt 



H MIH 4',ttiif*f!is *ii* n*tii MM-oii,|i panic qm* I<s rarinos rorllos plus gramlos 
qnr .1 ^iii! IMIII*H sitpi*ri*ttri*s a la titnilo 



quo n iuforiouroH a la linii 



HI, '/f*fffi'f*r Avv iii/r*w/\f rn/.wi aprochws <tu> Con 



^ <'"" . HII i'tiiiiti*!ifi*rii finr tlolormiuor, a i'aido du prolileme procc- 
I, lni\ iiiuth'H, i'iiiii* I'll plti* ol t'autn* ou uioiris, do chaquo rac.ino i'ooll( 
i^, Stippf* MU-* i*ti p.irtifiilior cjuo la rarjne a Ktiil, (Us celto cspooo, el 

*J' I/HUH |i,$i * \ !i '-* i|i*ii\ Iiiiiifi*4 iulVriourt <t sup6riouro a cotlo rac.iue. 
^^ I Mil ifi 'MX* t|'ii% ^ifiittif^ fIiHVri*iilfs t la prcsuiioro avec los lonuos posilifs 
I * J*M| n'tifi^ J' i ^ >, !*i *tn**iti!i a\tM* h*s l<*naos uogatifs pris ( k u signo <*on- 
!' in. , U* |u fi.< Li |*lt% fti*filt* p<uir r ^ ./' doviendra la plusgramlo pour 
\, li^|*i** rui*v r*'H* Miiium* pitr f y(^*j ot 1'a ulre par x(' r ) ^ es ( ^ eux 
iitr h<M ( **4ifiri''< , f i , // n jottircMit dos propri(H6s c^nonc^os dans los UK'H>~ 
I.-IM!" II 't HI; * I. |*4-ir Mtihs hi la lonrlion f (.r) est lelle qu'on puisso facilo- 
fu -Hi i - <*i in* J#** t^ftiiiiiiiiH di* !i furmo 



I**'* i^ t*l |ifl fiuiruirant irntn^dialoniout dos valours de plus on 
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plus approchees cle la racine a. C'est cc qui arrivera, par example, toutes lc: 
ibis que la fonction 9 (#) se presenter sous la forme 

B(^-t-C)'M-I), 

B, C, D Slant trois nombres enliers quelconquos, ct n un nombre onticr 6ga 
ou inferieur a /; puisqu'alors on obtiendra les termcs successifs des $6 
ries (6) et (i5) par des extractions de racines da degre n. Si In fonction 9(4? 
n'est pas de la forme que nous venous d'indiquer, on potirra faeilcment Pj 
ramener, en ajoutant aux deux membres do Fequatkm 



un polynome entier fy(x) clont tons los icrnics soicnl, positifs. En tM t II cs 
clair que les valeurs de 9(0?) et dc %(#), rnodiliocs par Tadditioa (run SIMII 
blable polyn&me, conserveront toujours les moinos propriolos. Ou pout, at 
reste, attribuer au polyndme ^(.r) une infinite dc valours din'omilos. Suppo 
sons, par exetnple, 



La valeur de 9(j?), modifiee par raddition du polytionie 

(j? + I )i +7 , 
si Ton suppose 

on bien 

si Ton suppose 



etc. II est bon de remarquer ace sujct : i (fifon p<u(. toujours t'hut*ir I 
'fonction entiere 4(j?) de maniere a oblenir runito pour Io uouibn* II; a 1 * 
dans beaucoup de cas, Tun des nombres C, I) se inwvera ivtiuit a 7,1*1*11* 

Apres avoir determine par la metbode prtfuedonlo les niriiuN rwtltii r 
positives deTequation (37), il suffira evideaiinent pour ohtoiiir HI*H 
negatives de chercher par la infime methode les racinos posttivoH ilt* 
lion 



- Outre la methode d'approximation <[w nous various t 
il en existe plusieurs autres, parmi lesqac^IIes oti doit rman|iur i 

Newton. Elle suppose que Ton connait deja une valeur ajifirodiih* | fir I 
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4-05 



racinc que 1'on cherche, et consiste a prendre pour correction de cette valeur 
la quanttte a determinee par 1'equalion 

.= 



Toulefois, celte derniere meihode n'etant pas toujoars applicable, ii importe 
d'cxaminer dans quels cas on peut 1'employer. Nous allons etablir a ce sujet 
les propositions suivanies : 



IV. Su.pposons que, a designant Viuie qiielconque des ratines 
reelles positives on negatives de I' equation (27), et % une valeur approchee de 
cette ratine, on determine a par le moyen de r equation (55). Si x est assez 
petit, abstraction faite da signe, pour que dans le polyndme (56) la valeur 
niuneriqiiG du premier terme surpasse la somme des valeurs numeriques de 
foits les autres, alors, des deux quantites 



la seconde sera plus approchee de a que la premiere. 

Demonstration. Nous avons deja vu (probleme II, scolie IV) que, dans 
I'hypothese admisc, la racine a se trouve seule renfermee entre les limites 



\, 



4- 2 K. 



Cela pos6, si Ton prend 
(66) 



z sera une quanUt6 comprise entre les limites o, 2 a, et propre a verifier 
1'equalion 

F( + 3)=:0 

ou, ce qui revienl au m^me, la suivante : 

(67) F() + sF 1 ()-i-sF t (0+. = <>. 

Si maintenant on fail, pour plus de commodity. 



(68) 



et que Ton ait 6gard a la formule (55), 1'equation (67) deviendra 
(69) z-a + qz*. 
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On aura, par suite, 

( 7 o) ' rt = -hs=:-ha-4-<7s s ; 

d'ou il resulte que, en prenant -+-<* an lieu de pour valour approohoo do ^ t 
on commeltra une erreur egale, rion plus a la valour numoriquo do s, main it 
celle de cjz-. D'ailleurs, le polynome (56) etanl do im>mo si^no quo son pre- 
mier terme F,(), les deux polyn6mcs 

F I (|)-f-2(2)F 2 () + 2(2a)5F 3 ($)^--- : (<" -I"'/) I'll;)* 



jouiront evidemment de la meme proprielo; co (jui <^xip;( % quo la valtMir 
rique de 2#, et, a fortiori celle de 7^, rcsLont inforiourc^s a i. On cn con- 
dura immSdiatemerit que la valeur riumoriciuo do f/z* osl. inr<*M'iun % a ciI|t* 
de {-3. Ainsi des deux erreurs que Ton comnuM ( k u prouauf 

| et -i- 

pour valours approchees de a, la secondc osl plus poiilo cjuo la utoitiA tlt It 
premiere. 

e /. Comme on tire de requaliou ((><) i 



ol que la valeur numedque de 7^ est iuferioun^ a *-, on osl nssmV* q 
valeur de 5 restera toujours comprise eulro los liinilos 

2 

5 a, aa. 

Scolie IL - En resolvanL Tequalion (69) counno si la valour tit* y 
connue, on irouve 



Le radical v/T- 4? esl ici atfecto d'uri douhlc si K n<-. Mais, pnU,,,,,. | a %l ,j,,,, r 
de,' doit rester plus petite que celle dc u, il c .st clair q,r,i d.-u,, j,r,.f.,,*r 
le signe inferieur. On aura done 



(72) 



NOTE III. w 

-i ! tin immmt' ./,,. n t deux iimites clout 1'cmo soil infet'ieure el 
; |llll "; lii ; rril<lsiv ;i Ll MatUi ./ di-i^rminiV par la fonnnle (68), < m corn 

Inn r\ji|,.^ |llM p. 



i i \'t 
ii IIHH 1^ c-hiffros dorimaux romuums 



. /// ^tijtjM^ttns t|ii* iliH <I,MI\ quimtites //, y la sor.ondc ail la 

ls f v ^ n ll>i114 'nni*, f*l i|in* ri-ui' valtMir uutupricftic soil inforiiMiro 

j! ^ '" J * 'I'll* Mnri* ti ; ; ost, ahst racl ion failo dn sig'ius plus 

i Ton a 



v*il. titiiiu ^ * M 

= Hi 



ilt%!ntt"tit!ii fiijio liii ignt, qu'uiir* unite derimale de 
"it* ijii'itti triMiVf*rt 

, t ,i 
Uii, 



I, *ii 4 ' M mi lit*i fir ; {tiuif valiMir approchoo dc la racino a, 

-i!f*!*"f4 l* iMiMiliiv t|i*H iii'*t*ittitl<*s <*\arh*Mi 



nrrrntr, non sci 

I'iii'iifi* ,i it, on I'tiiirhiniil di )a lornitiln (7/1) 



i*i liiiiit 



i rtUi vnt<*ttr 

r mi !*ittit*F i|tittIcoiH|fH\ la formuh 1 (74) ontral- 



it. itiiiii, 

ia 



..ys'-CT''. 

' Via / 

i;iifiii %i Ii i4i^$ii il* O i 4 >i -tiiirritniri* It runth'% mais lnferieure a (lo)'', ou 
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trouvera 



(77) 

Scolie IV. L'erreur que Ton conimet en prenant 4- a pour valeur 
approchee de a, ou la valeur numerique du procluit gz*~, peut clle-m6me se 
calculer par approximation. En effet, si Ton a egard a 1'equation (69), on 

trouvera 

^ 2 m2(aH-?s 2 ) 2 =#a 2 4- (2<*)<7 2 ~ 2 -H # 3 - 4 -. 

Or, supposons la valeur numerique de 2 a, par consequent celle de z, inte- 

(i \ n 
J > et la valeur numerique de Q, par consequent celle de <y, 

inferieure a (10)^'*, n et r d6signant deux nombres entiers. On aura evidem- 
ment 

val. num. 



val, num. ( 1^^ < 
De plus, si la valeur numerique de la fraction 

( 7 8) -J iT/FT ' 



est reconnue inf6rieure & (io)^ s , s ddsignant encore un n ombre enlicr, on 
pourra prenclre 



pour valeur approchee du terme </a 2 , sans craindre une errenr plus consi- 
derable qu,e 



Far suite, si i'on choisit -i- a - a 2 ^? au lieu de H- a, pour valour 

approchee de la racine , c'est-a-dire si Ton pose 

/ _\ ? !_ /v o 2 1, S / 

\/y) a ^ -t~ a " IT /VT 7 



1'erreur commise sur la racine n'affectera plus que les unites d6cimales ill* 
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1'ordre marqu6 par le plus grand des trois nombres 
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Dans le cas parti culier ou la valeur numerique de Q est inf6rieure a (\, 



r V 






et celle cle la fraction (78) a f ~ , la nouvelle erreur devient plus petite que 



11 suffit done alors de substituer le second membre de 1'equation (79) \ 
In quantit6 pour tripler le nombre des chiffres d6cimaux exacts dans la 
valeur approch6e de a. C'est ce qui arrive encore, & tres pen pres, quand 
le nombre n devient trs considerable. Ces rsultats sont conformes a ceux 
que M. Nicholson a obtenus dans un Ouvrage recemment publie a Londres, 
et qui a pour litre : Essay on involution and evolution, etc. 

TufionfeME V. Les memes choses etant posses que dans le theoreme prece- 
dent, concevons que le premier terme du polyndme (56), c'est-a-dire du poly- 
ndme qui represents le developpement de F^^H-aa), ait une valeur nume- 
rique superieure, non seulement a la somme des valeurs numeriques de tous 
les autres termes, mais encore au double de cette somme. Alors, si I' on designe 
par t une quantity comprise entre les limites 



la seconde des deux quantites 



sera plus approchee de a que la premiere. 

Demonstration. Pour etablir la proposition qu'on vient d^noncer, il 
suffit de faire voir que la vaieur num&rique de la difference 



est sup^rieure & celle de 



ou, ce qui revient au m^me, que la fraction 
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a une valeur numerique inferieure a 1'unite. Representons par ^ colto. mfime 
fraction. II suffira de prouver que 

9 a et r 4- w, 

c'est-a-dire, en d'autres termes, 



,,_ - 

sont deux expressions cle meme signe. Or, si Ton fait. 

(Si) a t->rz et ^t-hS, 

s et 6 seront deux quantites cle m^nie signe comprisos cntro los limites o f 
2a; et les expressions (80), apres le d6vcloppemcnl dcs fonclions 



deviendront respectivement 



Fi(?) - (6 H- 5 - 46) F,(5) - (6 2 -h 6^ -i- ^- 6 a ) F a (4) - 

Comme, dans chacun de ces derniers polynrtmcs, lo cooflicionl. <l(* 
nne valeur num6rique 6videmment inferieure l\ cell( k d< k Puno d<*s ( 



et par consequent au double de la valeur numfiriquc (In prolui 

/i (a a)"- 1 , 

il est clair qu'ils seront Tun et 1'aulre de mfimo sipie quc* Fi(H), si la rontli 
tion enonc^e dans le th6oreme V se trouvc rcmplic. Done, otc. 

Scolie I. Les erreurs commises, lorsqu'on prcnd succ< k ssivonietil 



pour valeurs approchees de la racine a, sont respeclivomeui ^gnk^ mil 
valeurs num^riques des deux quantites 

.-6 -t 



tin 
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in ttvattt mix formulas (81), 



M1 



t' J 



t ' 
I , 

lv- 

ri<%tt|| iji|t% |iiilir llilll 



F(; 3) F(i- i 
t<\l4 } B) 



* t ( - ' * i ;* I :>,o3 i "loM F v ( ) 1- . , . 
Irs valf'tirs do S ot dt* 3 romprisos 



inn* , !t ittiiilt* M *'l i*** 
F, * i T,l 

i Li \ 541 I'lill II 

v;*l, itlllii, 1 



flu 



M 
N 



ti i*l i ittililitf f i ! 

1 1* II I i '^.1 I 



H iju*'lrortcjii( k H on conclura do 



II r*i t|r IJIMS jmur filitt'iiir dos valours c.onvonables de , 

II rt |f % it : i" ill* dan* 1 palynAino (84) 5 (kt 6 l )ar '^ a 

IIMII ilr ralriili^r la I|IVH vnliMirn ttiiiinH'iiu< de tons Icis icrrnes; dc 

l (85) S par aa, <^i dt rJierchet' onsuito la clifte- 

r^iiri* hi iitimt*rit|iip flu j)romir lortiu* t la sonnnu ties valcurs 

ill* It** 
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Scolie IL Les memes choses etant posees que dans le th6oren 
Ton fait successivement 

F() ^ ___. F( t ) t t _J!HiI 

les quantites t , & seront des valeurs de plus en plus approci 
la racine a. Si d'ailleurs on attribue aux nombres M et N les memes 
que dans le scolie I, alors, en supposant 

/ 1 V* 

val. num. (a ) < .> 
v ^ ; Vio/ 

on en conclura 

val. num. (a L) < ( 

^^^V 10 

val. num. (a 2) < ( 

. 8/t=fc7r 

val. num.(a-^)<( ) 



Ces derni&res formules renferment la proposition <5noric6e par M. 
dans le Bulletin de la Societe philomathigue (livraison cle mai 1818), r 
ment au nombre de decimales exactes que fournit ii chaque op6rati< 
velle la m6thode de Newton. 

Toutes les fois que la fraction -^ est inferieure a 1,'uriile, on petit ] 

r~o, et par suite les differences successives entre la racine a ot ses 
approch6es 

S> Sl> ?2> ^3> 

sont respectivement plus petites que les nombres 



Done alors le nombre des d6cimales exactes se trouvo, double pour le 
\ chaque op6ration nouvelle. 

Les recherches pr6c6dentes fournissent plusieurs m6thodcs de res 
pour les Equations num6riques. Afm de faire mieux scnlir les avaataj 
pr^sentent ces methodes, je vais les appliquer aux deux equations 

(90) X* zx 5 =zo 
et 

(91) a? 3 ~7^-i- 7zr o 
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que Lagrange a choisies pour exemples (Resolution des equations name- 
riques, Chap. IV), et dont la premiere a ete plus anciennement traitee par 
Newton. 

Si nous considerons d'abord 1'equation (90), nous trouverons (theoreme III, 
scolie II) qu'elle a une seule racine positive comprise entre les deux limites 



\2a = 2 et 
De plus, la valeur positive de x propre a verifier 1'equation 

2 X 4- 5 = X* 

satisfera (probleme I, scolie IV) & la condition 

2 V/5.2,2? < X z , 

on, ce qui revient au meme, & la suivante : 



La racine dont il s'agit sera done renfermee entre les nombres 2,09 et 
2,i5, ...; en sorle que sa valeur, approch6e ^ moins d'un dixi^me pres, 
sera 2,1. Pour obtenir une valeur plus exacte, nous observerons qu'on a 
dans le cas pr6sent 



V(x) = x*~- 25? 5, 
et que, si Ton prend 



=2, 1, 



la condition 6nonce dans le th6orme IV sera remplie. Cela pose, comme 
on tirera de liquation (55) 



on trouvera pour les nouvelles valeurs approch6es de I'mconnue x 

-h a -=. 2,094068 1 2 1 . . . 






Enfm, comme, la valeur exacte de x <tant presentee sous la forme x = \ H- 
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& sera ime quantite comprise entre les limites o, 2 a, et que par suite on aura 
evidemment 



val. num.5 = val. num. (H- #~ 2 )< val. num. a -h (2 a) 2 val. num.gr <o,oi, 

on en conclura (theoreme IV, scolies III et IV) que, en prenant 

x =. 2,0945681, 
on commet une erreur plus petite que 0,0001, et en prenant 

.2? = 2, 09455 I 5 

une erreur plus petite que 0,000001. 

tt Au lieu d'employer les formules g6nerales, on pourrait effectuer le calcul 
de la manigre suivante. Apr^s avoir trouve 2,1 pour la valeur approch&e 
de x 9 on fera dans 1'equation (90) 

x = 2,1 -4- z, 

et Ton en tirera, en divisanl tous les termes par le coefficient de -, 
(92) 0,005481878. . .-+- s H- 0,660997828. . . x; 2 ~ 
ou, ce qui revient au m6me. 
(98) z = -0,005/481878. . .4 

la valeur de g etant d6termin6e par la formule 

gr= 0,560997328... 



Le double du premier terme de liquation (92) est, a ires peu pros, o,bi ; et, 
comme le premier membre de cette equation fournit deux resultats de signes 
contraires lorsqu'on y fait successivement 

5 = 0, 5= o,or, 

on peut affirmer qu'elle a une racine r^eile comprise entre les limites o et 
0,01. Pour demontrer que cette racine est unique, il suffit d'observer que, 
en vertu de la formule (60), 1'equation 
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se r6duit a 



IH- 2 x 0,660997328. . .54- 3 x 0,089047 1 95... ^=o, 

et que cette derniere ne saurait 6tre veriflee par aucune valeur de z ren- 
fermee entre les limites donl il s'agit. De plus, il est clair que, pour une 
semblablo valeur dc z 9 la quantite q d6terminee par la formule (94) reste 
comprise entre o,56o et o,56i; et, comme on tire de Fequation (98) 



(95) 



z = O,oo543 1 878 ... 0,000029606 . . . ( q ) 

0,OOOOOO32O . . . ( q ) 2 . . , 



on en conclura : i en supposant q=i o,56o, 



a en supposant q = o,56i, 

z - o,oo544853 .... 

Par suite, la valeur r<elle et positive de x propre a verifier 1'equation (90) 
sera comprise entre les limites 

2,1 o,oo54485o = 2,09455 1 5o 

et 

2,1 o,oo544854 = 2,09455146. 

Cette equation a done une racine positive unique a tres peu pres egale a 



II est d'ailleurs facile de s'assurer qu'elle n 1 a point de racines negatives. Car, 
si elle en avait une seule, on pourrait satisfaire par une valeur positive de x 
ft la formule 

(96) *'-2* + 5 = o; 

et cette valeur de ,r (voir le scolie V du probleme I) serait en meme temps 
inffirieure ft la racine positive de liquation 



c'est-^-dire 



et sup6rieure -d la racine de liquation 

5 2^ = 0, 



416 COURS D'ANALYSE. 

c'est-&-dire a 



ce qui est absurde. 

Passons maintenant a 1'equation (91), et cherchons ea premier lieu ses 
racines positives. Pour avoir une limite superieure aux racines de cette 
espece, il suffira d'observer que, 1'equation clont il s'agit pouvant se mettre 

sous la forme 

x* H- 7 7 x, 

on en tire (probleme I, scolie IV), en supposant x positif, 



et, par suite, 

4 

rj 

On peut done prendre j- pour une valeur approch<e de la plus grande racine 
positive. Cela pos6, si Ton fait dans liquation (91) 

. t"~ fit , 

on trouvera 

(97) o,o5 -h s -+- 2,4os 2 -h -- z* = o 

on, ce qui revient au meme, 

(98) z = o,o5 -4- qz*, 
la valeur de q ^tant d6terminee par la formule 

(99) * ^r = - a ,4o ^s. 

Le double du premier terme de liquation (97) est 0,1; et, comme le pre- 
mier membre de cette Equation change de signe lorsqu'on passe de s nr o ^ 
z^= 0,1, tandis que le polyn6me 

/ a 3a 

I -4- 2 X lAoz -h 3 X 5 2 

70 

reste constamment positif dans cet intervalle, il en resulte qu'elle a une 
racine reelle, mais une seule, comprise entre Les limites o et 0,1. La 
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. |J( . r/ ,, s! pvi.ltMtimont roufonuoo onlro los deux quan- 



I >'il till' ((': 

I ' 
I 



rs ill* lY'qtiatioii (|H| 



\ i < u, i ii 



ijKiIiiii on fait SUCTOSSI 



It*** V.i 



i mi ni I'ltiu'liini ijiii* |;i (ttii^ penult* rariiu* positive do lYu|ualion proposeo 
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Nommons c la racine negative dont il s'agit. La troisieme racine b de liqua- 
tion (91) sera evidemment reelle et positive, puisque Je produit. abc des trois 
racines doit etre equivalent au dernier terme pris en sig-ne contraire, (Vest- 
a-dire a 7. Determinons a present cette troisieme racine. Pour y parvenir, 
on cherchera d'abord un nombre G egal ou inferieur a la valeur mnnerique 
de Fi(a). Or, puisqu'on a dans le cas present 



on en conclura 

v t n \ :> 2 ,, 
* u " ) ~ a 7 

On pourra done prendre 



D'ailleurs, en vertu de ce qui precede, on a encore 

a< 1,6922, . c< 3 j7 /i, 7 

et, par suite, 

a c<5,4339. 

Cela pose, on trouvera (probleme II, scolie II) 

7 ^ G r,58 7 4 

a-b> - > ^ =0,29212. .., 
a c 0,4^09 y 

et Ton aura en consequence 

6 < i, 692 1 1. . . 0,29214. . .< i, /Jo. 

Apres avoir reconnu, comme on vient cle le faire, quo la racioo b est itife 
rieure a la limite i,4o, on supposera 

x i,4o-h^. 
Liquation (91) clonnera dans cette hypothese 



ou, OB qui revient au meme, 



la valeur de q 6taat determinee par la formule 

(roi) o t 20 

= 
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Le double du premier terme de 1'equation (108) est o,j ; et, comme le pre- 
mier membre de cette equation change de signe lorsqu'on passe de z o a - 
5 ~ 0,1, tandis que le polynome 



reste constamment positif dans 1'intervalle, il en resulte qu'elle a une seule 
racine reelle comprise entre les limites o, 0,1. La valeur correspondante 
de q est, evidemment renferm6e entre les deux quantites 

3,66 et 3,75. 

En substituant successivement ces deux quantites a la place de la lettre q 
dans 1'equation (roo), on obtienclra deux nouvelles limiies de 1'inconnue s, 
savoir 

-I _ = o,o43 1 7 ... 

i -h\/ 1,782 

et, 

' _. = o,o43o5 . . . ; 

i -4- y 1,700 

puis Ton en conclura que la racine positive b est comprise entre 

i,4o 0,04317. ..-= j,35682. . . 

ot 

j,4o o,o43o5. ..= 1,35694 

On obtienclra done la valeur approchee de cette racine & un dix-milli&me 
pres, si Ton prend 



Quant a la racine negative c de 1'equation (91), nous savons deja qu'elle 
est comprise entre les limites 

8,7416... et 2,41 

On aura done sa valeur approchee a une unite pres, si on la suppose egale a 
3. Gela pose, faisons dans liquation (91) 



On trouvera 

(I0 6) o,o5-t-5- o ? 
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on, ce qui revient au meme, 
(98) s o,o5-h<7s 2 , 

la valeur de q etant determinee par la formule 
(107) <7 = o,45 o,o5xr. 

Be plus, on reconnaftra facilement : i qne 1'equation (106) a une racine 
reelle, inais une seule, comprise entre les limites o, 0,1 ; 2 que la valeur 
correspondante de g est renfermee entre les deux nombres 



3 que ces deux nombres substitues h la place de la lettre g dans 1'equa- 
tion (100) fournissent deux nouvelles valeurs approchecs de z, savoir 

iL_ =0,048922... 



et 

0,1 



Par suite, la valeur approch6e de c a un cent-millieme pres sera 
(108) c=- 3,04892. 

An reste, on aurait pu deduire immddiatement la valeur approchee de c des 
formules (JOT) et (io5). En effet, puisque dans 1'equation (91) le coefficient 
cle x~ se recluit k zero, on en conclut 

* a -\- b -f- c = o, 
c a b 9 

et, par consequent, <x tres peu pres, 

c = ( T , 6920 -I- i , 3569 ) -rr 3 , 0489. 

Pour terminer cette Note, nous presenterons ici deux theoremes dont le 
second comprend la regie 6noncee par Descartes relativement a la determi- 
nation du nombre des raclnes positives ou negatives qui appartiennent. a une 
equation de degre quelconque. Dans ce dessein, nous allons d'abord exa- 
miner le nombre des variations et des permanences de signes que pent offrir 
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une suite de quantites, lorsqu'on suppose les differents termes de cette suite 
compares 1'un a Fautre, dans 1'ordre ou ils se succedent. 
So it 

( I0 9) a*, i, a s , ..., a m _ l9 a m 

la suite que Ton considere, composee de m 4- r termes. Si aucun de ces 
termes ne se rgduit & zero, le nombre des variations cle signe qu'on obtiendra 
en les comparanl deux a deux, dans 1'ordre ou ils se succedent, sera comple- 
tement determine. Mais, si quelques termes se reduisent a z6ro, comme on 
pourra, dans cette hypothec, fixer arbitrairement le signe de chacun d'entre 
eux, le nombre des variations de signe dependra de cette fixation meme, de 
manie.re ccpendant a ne pouvoir s'abaisser au-dessous d'un certain minimum, 
ni s'elever au-dessus d'un certain maximum. Une semblable remarque peut 
cUre faite sur le nombre des permanences de signe. Ajoutons que, pour 
obtenir le nombre maximum des variations de signe, il suffit de considerer 
cbaque terme qui s'evanouit comme affecte d'un signe contraire h celui du 
terme precedent. Concevons, par exemple, que la suite (109) se compose des 

quatre termes 

4-i, o, o, i. 

Le premier de ces termes etant positif, on obtiendra le nombre maximum 
des variations de signe, en considerant le second terme comme negatif, et le 
troisieme comme positif, ou, ce qui revient au meme, en ecrivant 

4-1, o, 4-0, I. 

Par suite, clans ce cas particulier, le nombre maximum dont il s'agit sera 
egal a 3. On aurait obtenu au contraire le nombre minimum des variations 
de signe, egal & I'unit6, en affectant chaque terme nul d'un signe semblable 
a celui du terme precedent, c'est-k-dire en 6crivant f 



Ces principes etant admis, on 6tabiira sans difficult^ les propositions sui- 
vantes : 

TafiORfeME VI. Supposons que, la constante h etant reelle et positive, on 
mul tip lie le polyndrne 

(no) a {} x m ~{- a l x m ~ [ 4- a 2 x m "~- 4- . . . 4- a,- 1 x 4- a m 

par le factear lineaire x + h. Cette multiplication riaugmentera pas le 
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nombre maximum des variations de signe entre les coefficients successifs des 

puissances descendants de la variable z. 

Demonstration. - En multipliant le polynome (no) par ,r 4- A, on obtienl 
un nouveau polynome dans lequel les puissances descendantes de la variable 
ont pour coefficients respectifs les quantites 

(in) fl , i4-/*o, s +/*! . .., a m + lia m -i? ha m . 

II suffira done de prouver que le nombre des variations de signe ne croft pas 
dans le passage de la suite (109) a la suite (u i), lorsqu'on a porte ce nombre 
au maximum dans 1'une et J'autre suite, en affectant chaque terme qui s'eva- 
nouit d'un signe contraire a celui du terme precedent. Or, je dis en pre- 
mier lieu que, les signes elant fixes d'apres cette regie, chaque terme de la 
suite (m), represente par un binome de la forme 



prendra le meme signe que Tun des termes a tl9 a n , l de la suite (109). Cette 
assertion est egalement evidente dans les deux cas qui pcuvent so presenter, 
savoir : i lorsque les deux termes a n - t , a n sont originairement, ou en vertu 
de la regie adoptee, affectes de signes contraires, par exemplo lorsque a n 
s'evanouit; 2 lorsque, a n ayant une valeur differente de zero, a n -\ est affecte 
du meme signe que a n . En consequence, si Ton attribue aux quantites 

(112) ha^ ha l9 ha*, ..., ha tn - l9 ha nl 

les memes signes qu'aux termes corresponclants de la suite (109), on pourra, 
sans alterer en aucune maniere la succession des signes dans la suite (in), 
y remplacer chaque bin6me de la forme 



par Fun des deux mondmes a fl9 ha n ,^ En operant ainsi, on obtiericlra une 
nouvelle suite dans laquelle chaque terme de la forme a tl se trouvera suivi 
d'un autre terme 6gal, soit au mon&me a n ^. l9 soit au mon6me ha n > qui est 
la seconde partie du binome +.,-+ ha, l9 tandis que chaque terme de la 
forme ka n se trouvera suivi du monome haj^, ou du monAine a n +i, qui est 
la premiere panic du bin6me a n ^-+-ha n ^. Cela pose, concevons que dans 
la nouvelle suite on distingue : i chaque terme de la forme a n auquel sue- 
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cede un autre terme de la forme ha tl ; 2 chaque terme de la forme ha n 
auquel succede un autre terme de la forme a n +.$; et soient respect! vement 



ha u , 



ha 



Jes differents termes de Tune et 1'autre espece ranges d'apres I'ordre de 
grandeur des indices qui affectent la lettre a. La nouvelle suite, composed 
des monftmes 



(u3) 



ha s , 



ne presentera evidemment que des variations de signe propres a la suite (109) 
avec celles qui peuvent naftre clans le passage de ha u a a ll+ .. 29 de ha w a a tv+ . 2 , .... 
D'ailleurs il est aise de voir que, si les deux quantites 



oti, ce qui revient au meme, 



ha n et a tt ^ 4 , 



a lt et 



sont affectes de signes contraires, la variation de signe correspondante ne 
fera que remplacer une autre variation de signe propre a la suite (109), 
savoir celle qui avail lieu entre le terme a u + L et Tun des deux termes a tl> 
tf tt4 . 2 . Une remarque toute semblable s'applique au cas ou les mon6mes'/za w , 
a WH _ 2 sont affect6s de signes contraires, etc. On peut clone conclure que le 
nombre maximum des variations de signe n'augmente pas lorsqu'on passe 
de la suite (109) a la suite (n3), et par consequent a la suite (in); ce qu'ii 
fallait de~montrer. 

Corollalre. Si Ton multiplie le polynome (no) par plusieurs facteurs 
lineaires de la forme 

x -h /z, ^ 4- h 1 , x + A", . . . , 

A, h' 9 h", ... designant des quantit6s positives, on n'augmentera pas le 
nombre maximum des variations de signes entre les coefficients successifs 
des puissances descendants de la variable x. 

TflfiORfeME VII. Soientf pour le polyndme 
(no) F(a?) = a ^ lrt - 
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m' Le nombre minimum des permanences de signes, et m" le nombre minimum 
des variations de signe entre les coefficients successifs des puissances descen- 
dants de x. Alors, dans I' equation 

(u4) F(*')-o, 

le nombre des racines negatives sera egal on infer ieur a m' , le nombre des 
racines positives egal ou infer ieur a m" , et le nombre des racines imagi- 
naires egal ou superieur a la difference 



Demonstration. Pour etablir la premiere partie du tbeoreme, j'observe 
que, si Ton appelle /*, h' 9 h", . . . les racines negatives de Pequation (u/i), le 
polyn6me F(#) sera divisible par le procluit 



Nommons Q le quotient. D'apres le corollaire du tbeoreme precedent, le 
nombre maximum des variations de signe dans le polynome F(^) sera egal 
ou inferieur au nombre maximum de ces variations dans le polynoine Q, 
el par consequent au degre de ce dernier polyn6me. Par suite, le nombre 
minimum des permanences de signe dans le polynome F(#) sera egal ou 
superieur ^ la difference entre le nombre m et le degre du polyn&me Q, 
c'est-a-dire au nombre cles racines reelles et negatives do Pequation 



Pour demontrer la seconde partie du tbeoreme VII, il suffira de remarquer 
que, en ecrivant x au lieu de x dans Pequation (n/i), on cbange a la fois 
les racines positives en negatives, les variations de signe en permanences, 
et reciproquement. 

Enfin, comme cette equation, etant du degre m, doit avoir m racines reelles 
ou imaginaires, il est clair que la troisieme partie du theoreme est une coo- 
sequence immediate des deux autres. 

Corollaire. Pour montrer une application du tbeoreme precedent, con- 
sid6rons en particulier Pequation 

(l l5) X m -+- I -= 0. 
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On irouvera : i en supposant m pair, 

m r ~-o, m" o; 

2 en supposant m impair, 

m'=i, m" =.Q. 

Par suite, 1'equation (n5) n'a point de racines reelies dans la premiere hypo- 
these, et ne peut en avoir qu'une dans la seconde, savoir, une racine 
negative. 



ORuvres de C. S. II, t. III. 
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NOTE IV. 

SUIl LE DEVELQPPEMENT DE LA FONCTION ALTERNEE 
( r _*.)(* -jr) (z - X) . . . ((> - *) O - J) (P - z) . . (v - ). 



Designons par cp la fonction dont il s 1 agit. Ainsi qu'oa I'a d6ja remarque 
(Chap. Ill, II), cbaquo lerrne de son developpement sera equivalent, abs- 
traction faite da signe, an produit des di verses variables rangees clans un 
certain ordre et respeclivement elevees aux puissances marquees par les 

nombres 

o, i, 2, 3, ..., n i. 

Do plus, il est aise de voir que lous les produits de cette cspece petivent se 
deduire les tins des autres ci Taide d'un on de plusieurs echangcs operas 
entre les variables prises deux a deux. Ainsi, par exemple, on deduira le 

produit 

.z.-y l ^ 2 . . . u n ~ z r'*- 1 

d'un quelconque des produits de meme forme, en faisant passer successive- 
merit par cle semblables 6cbanges la lettre x \ la premiere place, puis la 
lettre y & la seconde, puis la lettre z & la troisieme, etc. Cornme d'ailleurs 
la fonction 9 change de signe, en conservant au signe pros la meme valeur, 
loules les fois qu'on 6cbange deux variables entre elles, on dcvra conclure : 
i que le developpement de cette fonction renferme tons les produits ci- 
desstis mentionn6s, pris les uns avec le signe H-, les aulres avec le signe ; 
2 que, dans le m&me d6veloppement, deux produits, cboisis au hasard, 
sont affect6s clu m^me signe, ou de signes contraires, suivanl qu'on peut les 
d6duire Fun de Tautre par un nombre pair ou par un nombre impair 
d'echanges.En partant de ces remarques, on etablira sans difficulte la propo- 
sition suivante : 

I. Joignez au produit 



tons ceux que Von peut en deduire a Vaide d' un ou de plusieurs ^changes 
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successiv erne nt operes entre les variables 

x, y, s, . . . , u, v 

prises deux a deux. Le nombre des produits que vous obtiendrez sera 

i .2.3. . .(n i)/z, 

et Us se partageront en deux classes distinctes, de telle maniere qu'on ne 
pourra jamais deduire run de I'autre deux produits d'une meme classe que 
par un nombre pair d'echanges, ni deux produits de classe differente que 
par un nombre impair d'echanges. Cela pose, si Von ajoute tons Les produits 
d'une classe pris avec le signe -\- aux produits de Vautre classe pris avec le 
signe , on trouvera pour somme, suivant qu'on donnera le signe -+- aux 
produits d' une classe ou a ceux de Vautre, soit le developpement de -4- 9, soil 
le developpement de 9. 

II suffit 6videmment d'avoir <gard a la proposition pr6c6dente pout* con- 
struire le c!6veloppement de la fonction altern6e -4-9. Toutefois on doit 
remarquer encore un autre theor^me, a 1'aide duquel on peut decider imme- 
diatement si deux produits, pris an hasard clans le d6veloppement dont il 
s'agit, s'y trouvent affectes clu meme signe ou de signes contraires. Nous 
nous contenlerons cl'enoncer ici ce second th^oreme, sans en donner la d6- 
monstration qu'on dddnira sans peine des principes que nous avons exposes. 

T HfiORfeME II. Pour decider si, dans le developpement de la fonction 
alternee 9, deux produits de la forme 



sont affectes du m6me signe, ou de signes contraires f on distribuera les va- 

riables 

x, y, s, ..., a, v 

en plusieurs groupes, en ay ant so in de faire entrer deux variables dans un 
meme groupe toutes les fois qu'elles porteront le meme exposantdans les deux 
produits que Von considere, et formant un groupe isole de chaque variable 
qui n'aura pas change d'exposant dans le passage du premier produit au 
second. Cela pose, les deux produits seront affectes du meme signe, si la dif- 
ference du nombre total des variables au nombre des groupes est un nombre 
pair, et Us seront affectes de signes contraires, si cette difference est un 
nombre impair. 



428 COURS D'ANALYSE. 

On faciiite 1'usage clu theoreme qui precede, en ecrivant les deux produits 
runsurl'autre, et rangeant clans chacun d'eux les variables d'apres I'ordre 
de grandeur des exposants qu'elles portent. 

Pour appliquer a un exeraple les deux theoremes ci-dessus enonces, corisi- 
derons en particulier cinq variables 

x, y, -, u, r. 
Le produit de leurs differences, ou, si Ton veut, la fonction alternee 

(y - x) (z -- x) (s - y) (u - or) (u /)( -) (v - ^) (<' /) (* ~ -) (* f - ^ ) 

fournira un developpement compose de cent vingl termcs respectivement 
egaux a cent vingt produits dont soixante seront precedes du signe -4-, el 
soixante du. signe . L'un des produits affecles du signe ~f- sera celui qui a 
pour facteurs les premieres leltres des bindmes 

y x, z x, s. y, . . . , <' u* 

savoir 

X Q y^ 5 2 M 3 c*. 

Pour juger si un autre produit tei que 



doit etre pris avec le signe -4- ou avec le signe - , il suffira d'observer que, si 
Ton compare les deux produits dont il est ici question sous le rapport des 
mutations qui ont lieu entre les variables donn6es lorsqu'on passe de Tun a 
1'autre, on sera conduit & partager ces monies variables en trois groupes, don I 
Fun renfermera la seule variable x, un second les trois variables/, 3, r, et 
un troisieme la seule variable u. Si clu notnbre des variables egal a 5 on 
retranche le nombre des groupes 6gal & 3, on aura pour resle 2, c'est-k-dire 
un nombre pair. Par consequent les deux produits devront ^tre affect6s du 
signe; et, puisque le premier est preced6 du signe -H, le second devra 
6galement. 
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NOTE V. 

SUR LA FORMULE DE LAGRANGE RELATIVE A INTERPOLATION. 



Lorsqu'on veut determiner une fonction enliere cle #, du clegre n r, 
d'apres un certain nombre de valeurs particulieres supposees connues, il 
suffit d'avoir egard a la formule (i) du Chapitre IV ( I). Celte formule, 
donnee pour la premiere fois par Lagrange, pourrait facilement se deduire 
des principes exposes dans le paragraphe I du Chapitre III. En effet, desi- 
gnons par 

(i) u a ~\- bx-\- cx*-\-. . . -f- hx n ~ l 

ia fonction cherchee, et par 



ses valeurs particulieres correspondantes aux valeurs 



de la variable x. Les inconnues du probleme seront les coefficients a, b, 
c y . . ., h des diverses puissances de x dans le polyndme u; et Ton aura, pour 
determiner ces inconnues, les Equations de condition 



Cela pose, pour obtenir la valeur explicite de la fonction u y il s'agira unique- 
ment d'eiiminer les coefficients a, b, c, . . ., h entre les formules (i) et (2). 
On y parviendra en ajoutant Tequation (i) aux equations (2), apres avoir 
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multiplie ces dernieres par des quantites choisies de maniere a faire dispa- 
raitre la somme des seconds raembres. Soienl 



les quantites dont il s'agit. On trouvera 

It - XQ UQ - Xi Ll\ X 2 Wo - X/j i Ufii 

-=r (r X X! X 2 ... Xtt!)^ 

4- (x XQ\Q ^X! 2? a Xa ... .x n - l 'X. n _i)b 
+ (a.* -a?JXo -tfJX! - x\ X 2 - . . .- o?J_ 1 X^) c 



et, par suite, 

/ o \ r v .. . V"" Jf i_ "V" .. . . ~Y 

attendu que les quantites 

XQI Xj, X 2 , . . ., X^.-! 
devront ^tre assujetties aux equations cle condition 

X -h Xt -f- X 2 -H...-H 



(4) 



5? X H- ^i X t -h ^ 2 X 2 H- . - 
a? J Xo-4- ^JXj 4- o?J X 2 -f- . . . 






Si Ton resout ces nouvelles equations par la methode exposee dans le Cha- 
pitre III ( I), on obtiendra les formules 



(5) 



X zz: 



en veriu desquelles liquation (3) se r<duit a la formule de Lagrange. 
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Au reste, la formule de Lagrange est comprise dans une autre plus g6ne- 
rale a laqaelle on se trouve conduit, lorsqu'on cherche & determiner, d'apres 
un certain nombre de valeurs particulieres supposees connues, non plus une 
fonction entiere, mais une fonction rationnelle de la variable x. Concevons, 
pour fixer les idees, que cette fonction rationnelle cloive 6tre de Ja forme 



(6) 1* = 

Alors les inconnues du probleme seront les coefficients 

a, b, c, ..., h, a, 6, y, ..., 6 
ou, pour mieux dire, ies rapports 

a b c h a $ y 6 

a a a a a a a a 

dont le nombre est n-+-in. II est aise d'en conclure que la fonciion a sera 
completement determinee, si Ton en connait n-\- m valeurs particulieres 

(7) it u u u _ 
correspondantes & n -+- m valeurs 

(8) X , #1, 3? 2 > ? ^rt-l-m~l 

de la variable x. On arrive encore aux m6mes conclusions, en faisant voir 
qu'une seconde fonction rationnelle cle la forme 

(9) -" "~ 



rie pent satisfaire aux m^mes conditions que la premiere, sans lui etre iden- 
tiquement egale. Supposons, en effet, que les fractions (6) et (9) deviennent 
egales entre elies pour les valeurs particulieres de x comprises dans la 
serie (8). Liquation 



(10) 



~ (a'-+- b'x->r.. .+ A'a?"- 1 ) (a -4- 6 x 
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subsistant alors pour n + m valeurs de la variable, tanclis que son degr6 reste 
inferieur & n-\-?n, sera n6cessairement une 6quation identique; d'ou il suit 
qu'on aura identiquement 

a H- bx -\- cx--\-. . .4-- hx tl ~ l a' -h b' x -f~ c' &*-}-. . . -f- A 7 a? 71 - 1 



On ne-peut done resoudre que d'une seule maniere la question proposee. On 
la resoudra effectivement en prenant pour valeur generale de u la fraction 

( X ^/;7-<-l / \ & ^//?H-2 / \X X //z _t_ w _i ) 
If $ It I . > H i 



Q X fii 



il If I 



_ ___ 

. . . m -\ ( . _ -v , V . _ -f-. . . 

\a-'0 x, m ) . . . \o/ j.- ni j rn ' l ) ' - \^m\ ^ m } \"^m l "^ rn+n 1 J 



dans laquelle le d^nominateur doit 6tre remplace par Funite, lorsqu'on sup- 
pose m=:o, et le num^rateur par le produit 'u^u^ . . . u m9 lorsqu'on suppose 
n i. Cela pos6, on trouvera, pour m = o, 

/ N (x X l }(x~X< i )...(xX n -, l } 

(12) u = U Q - - r- - - - - - -f- . . . ; 

s (X Q XI)(X Q X Z )...(X O X, I ^ I ) 

pour m = i, 



Q ~~~ X 

' 



pour n = i, 

/./v .._ 



Dans chacune des formules pr6c6den4es, on comp!6tera sans peine le num6- 
rateur ou le d^nominateur de la fraction qui repr6sente la valeur de M, en 
ajoutant au premier terme de ce numerateur ou de ce dSnominateur lous 
ceux qu'on peut en d6duire ^ 1'aide d'un on de plusieurs ^changes op6r^s 
eritre les indices. Par exemple, si Ton suppose en mme temps m = i et 
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n = a, on trouvera, pour la valeur de u completement developpee, 






II est hon do remarquer queja formale (12) est celle de Lagrange, et que 
pour en deduire la formule (i4) il suffil de remplacer n i par m, puis de 

prendre pour iucorinuc la fonction > supposee entiere, au lieu de la fonc- 
lion u. 
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NOTE VI. 



DES NO MB RES FIGURES. 



On appelle nombresy/g'wresdu premier, du second, dutroisieme ordre, etc. 
ceux qui servent de coefficients aux puissances successives de x clans les d- 
veloppements des expressions 



Cette definition fournit un moyen facile de les calculer. En effel, nous avons 
prouve, dans le Chapitre VI ( IV), qu'on a, pour des valeurs reelles quel- 
conques de fx et pour des valeurs num6riques de x inferieures a I'unite, 



I .2 

:o 



I . 2 . O . . . II 



Si dans 1'^quation precdente on pose p.=: (/?i-4-i), m designant un nombre 
entier quelconque, on trouvera 

N .,,_ , /n -h T (m H- i) (m - 



, T I .2 

(2) 



i . 2 . 3 . . . n 
Comme on a d'ailleurs 6videmmerit 



i . 2 . 3 . . . n ~~~ (i .2.3. . .m) (1.2.8. . .n) 

(/i-h2)...(/i-h ;;?. ) 
i . 2 . 3 . . . m 
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il en resulte que 1'equation (2) peut s'ecrire ainsi qu'il suit : 



_ 
. a . o . . . m i . 2 . 3 . . . m 

3.4.5. -..(JM+ a) _n( + Q...(/ 4- IB -i) 

^ ^ > ^ __j_ - __ - _______________ 

i . 2 . 3 . . . m ' i . 2 . 3 . . . m 

( n ~ H iO + 2.../i-4-m 



.Les coefficients numeriques des puissances successives de x dans le second 
membre de cetie derniere formule, savoir 



i . 2 . 3 . . . ;w ' ' i . 2 . 3 ... m 

sont precisement les nombres figures de 1'ordre m. La suite de ces memes 
nombres ou la s6rie (5) s'6terid a 1'infmi. Son /i i4mo terme, c'est-k-dire la frac- 

lion 

n ( n -4- 1 ) . . . ( n 4- m i ) 

i . 2 . 3 . . . m 

(sst k ia Ibis le coefficient numerique de a?"- 1 dans le developpement de 
(! + A .)- '-, CH le coefficient de x m dans le d6veloppement de (n- ar)"^" 1 - 1 . 
De plus, si dans la s6rie (5) on fait successivement 

m :~ I , m '=. 2, 7JZ = 3, . . . , 

on obliendra : i la suite des nombres naturels ou figures du premier orclre 
i, a, 3, 4, /A > 5 

la suite des nombres qu'on nomme triangulates ou figures du second 
ordre, savoir 

71 (71 + 

i, 3, 6, Jo, .... 77 ' "-5 

3o la suite des nombres qu'on appelie pyramidaux ou figures du troisieme 
o'rdre, savoir 

7_( 

i^ 4, io, 20, ..., 
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Si Ton ecrit ces differences suites au-dessus les unes des autres, en les faisant 
prececler par une premiere suite composee de terrnes tous egaux a 1'unite, 
et placant, en outre, le premier terme de chacune d'elles sous le second 
terme de la suite immecliatement sup6rieure, on obtiendra le Tableau sui- 
vant : 

, i, i, i, i, ..., 
i, 2, 3, 4, ..., 

j, 3, 6, ..., 

(6) 



Les nombres renfermes dans la (n -\-iY li ' me colonne verticale de ce Tableau 
sont les coefficients de la rc i6mo puissance d'un bin6me. Pascal, dans son 
Traile du triangle arithmfttique, a donne le premier la lot de formation de 
ces mmes nombres. Newton a fait voir ensuite comment la formule etablie 
d'apres cette loi peut etre etendue & des puissances fraclionnaires ou n6ga- 
tives. 

Plusieurs proprietes remarquables des nombres figures se d^duisent imme- 
diatement de la formule (4) du Chapitre IV ( III). Concevons, par exemple, 
que, apres avoir remplac6 dans cette formule n par n r, on y suppose 

x =. m -h i , y =. m' +- i , 
m, m' etant deux nombres entiers quelconques, on trouvera 



(7) 



( m -\- m ? -+- ?/) (.rn H- ni' H- 3 ) . . , ( m -\- in' ~\- n ) 
i . 2 . 3 . . . ( ti i ) 

__ ( m -h r ) ( m -h 2 ) . . . ( m -h- n i) 
i . 2 . 3 . . . ( n i ) 

( m -h i ) ( m -H 2 ) . . . ( m H- n 2 ) m r -+- 1 

i . 2 . 3 . . . ( n 2 ) i 
H- 

m-f- 1 (/n'-f-i) (m'-j- 2). . .(/n'-f- n -- 2) 
i i . 2 . 3 . . . ( n 2 ) 

(w'-f- (m'-i- 2). . .(m f -\- n . i) ^ 
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puis, en faisant m'= o, 



(rn 4- a) (/?i H-3). . .(m -+- n) 
i . 2 . 3 . . . ( /A i ) 

( /H 4- i M /n 4- 3 ) . . . ( m -j- /i - i ) 
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(8) 



I.2.3. . . ( n i ) 

- I ) ( 771 4- 2 ) . . . ( in -h Jl 2 ) 
I . 2 . 3 . . . ( 71 2) 



in 4- i 
i 



4- J. 



J)e meme, si, apres" avoir remplac6 dans la formule (4) (Chap. IV, III) 
n par // i, on fait en outre 



I , y zn ( m' 4- i), 



on en coriclura 



(9) 



( m m 1 } ( m m' 4- r ) . . . ( 772 '/??/ + /z 2 ) 

i . 2 . 3 . . . ( /r^T) 

__ (m +-})( m -+- 2). . .(m -- n i ) 
i . 2 . 3 . . . ( n j ) 

( m 4- r. ) ( m H- a ) . . .(rn -- n a ) m' -+- 1 
i .2.3. . . (n 2) i 



m -\-i ( m' -h i ) m' . . . (m 1 n -j- 4 ) 

"^ i i . 2 . 3 . . , ( n 2 ) . 



\ i . 2 . 3 . . . ( n i ) 

Lorsque dans liquation pr6c6clente on suppose m f =m, et en m&me temps 
n trouve 

( m 4- i ) . . . ( m 4- n i) m' 4- i ( rn 4- i) . . . ( in 4- n ~ 2 ) 



n~m r -+- 2, on trouve 



r .2.3. . .(n i) i J .2.3. . .(n 2) 

( in' ~h i) 77^ / ( m 4- i ) . . . ( m 4- n 3 ) 



r . 2 



i . 2 . 3 . . . ( n 8 ) 



(10) 



m 4- T (/n4-i.../w4-rt ^ 
i i .2.3. . . (n m' ij 

( rn 4- - ( m ~1~ n m ' ~~ 2 ) 

I . 2 . 3 . . . ( tt #t' 2 ) 
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Enfm, comme les equations (S) et (10) peuvent s'ecrire ainsi qu'il suit 

i . 2 . 3 ... m 2.3.4. . . ( m H- i ) 

i . 2 . 3 . . . m i . 2 . 3 . . . in 

(n) < 

n ( n -\- i } . . . ( n -4- m /* ( /z -4- . . . ( ^ -f- m ) 



i . 2 . 3 . . . m i . 2 . 3 . . . ( m +- 1 ) 3 

n . . . ( n -f- m m' 4- i (n i } . . . ( n -+- m 2 ) 

i.2.3... m i i . 2 . 3 . . m 

in' -}- i (/? m'} ... (n -f- m ;??/ T) 

H ~ i i . 2 . 3 ... m 

-f- ^ n ~" m/ ~" r (" + /?? '' ^ ") 
"~ r?2 . 3 . . . m ' 

il est clair qu'elles entraineront les deux propositions que je vais enoncer : 



I. Si, apres avoir forme la suite des nombres figures de 
Vordre m, on ajoute les uns aux autres les n premiers termes de cette suite, 
on obtiendra pour somme le n^" ie nomb re figure de Vordre m H- i. 



feME II. Si Von designe par m, m 1 deux nombres entiers assujettis a 

la condition 

7)i r ~^m, 

et que dans le de9eloppement de (i a;)" 1 '-*- 1 on remplace les puissances suc- 
cessives de x par m'-t- 2 termes consecutifs pris dans la suite des nombres 
figures de Vordre m, on obtiendra un resultat egal a zero. 

Corollaire L Si Ton suppose que les differents termes de la suite 



representent successivement les nombres naturels, les nombres triangulaires 
et les nombres pyramidaux, on trouvera dans le premier cas 



dans le second 

(i5) 

et dans le troisieme 

(16) a 
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La premiere des equations qui precedent se confond avec la formule (3) du 
ChapitreXII (1). 

Corollaire II. Si Ton d6signe generalement par 



., a n , 



les nombres figures de 1'ordre m, 

(17) a , 



sera line serie recurrente dont 1'echelle de relation aura pour termes les 
quantit6s 



( r 6 ) I , 



rn-4-r 



s 

1.2.3 



c'est-a-dire les coefficients des puissances successives de x dans le develop- 
pement de (i x) m + l . Ainst, par exemple, la s6rie 



j, 3,2?, 



clans laquelle les puissances successives de x ont pour coefficients les 
nombres triangulaires, est recurrente, et son echelle de relation se com- 
pose des quantil6s 



Parmi les propriet6s principales des nombres figures, on doit remarquer 
encore celles que pr6sentent les equations (7) et (9), iorsqu'on ietir donne 
les formes suivantes : 

I n ( n -4- . . . ( n -4- m ~h m 1 ) 
i .2.3. . . (m -h m' -+- 1) 

_ n ( n -4- i ) . . . ( n + m i) 1.1 .3. . . m' 



i . 2 , 3 . . . m 



('9) 



\ . 2 . 3 . . . m r 

2) 2.3.4...(/n / +i) 
i . 2 . 3 . . . m r 



i . 2 . 3 ... m n ( n H- i ) . . . ( n -+- m' i ) 



i . 2 . 3 . . . m 



i . 2 . 3 . . . m 1 



(20) 
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n(n -M). . .(/i -+ m in' 2) 
i . 2.3. . . (m in' i) 

n ( n -1- i ) . . . ( n -f- m i ) m r -f- i (n i ) n . . . ( n -f- m 2 ) 
i i i . 2 . 3 . . . in 

' n H- 4 ) 2 . 3 . 4 . . . ( m -+- 1 ) 



i . 2 . 3 . . . ( n 2 ) f i . 2 . 3 . . . ni 

( m ' H- T ) . . . ( m 1 n -f- 3 ) 1.2.8... m 
i .2.3. . .(n i) 1.2. 



Ajoutons que, clans la" suite des nombres figures de I'ordre n, lo (H-i) iAmc 
terme equivaut a la somme des carres des coefficients que renferme la 
n i^mo puissance d'un bin6me. En effet, si dans la formuie (2) (Chap. IV, 
III) on suppose k la fois x~n, y n, on trotivera 



-i) 



(a i) 



i . 2 . 3 . . . ( n i)n 



. . . + r^iziL)- 

L i. a .. 
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NOTE VII. 



DES SERIES DOUBLES. 



So ient 



(0 



des quantites quelconques rangees sur des lignes horizontales et veriicales, 
de telle maniere que chaque s6rie horizontale ou verticale renferme une 
infinite de termes. Le systeme de toutes ces quantites sera ce qu'on peut 
appeier une serie double; et ces quantites elles-memes seront les differents 
termes de la s6rie, qui aura pour terme general 



(rn] 

n 9 



w, n designant deux nombres entiers quelconques. Cela pose, concevons 
que Ton repr6sente par 



la somme des termes de la serie (i) qui se trouvent compris dans le Tableau 
suivant 



(2) 



c'est-a-dire des termes qui portent a la fois un indice inferieur plus petit 
que n et un indice sup6rieur plus petit que m. Si la somme des termes res- 
tants, pris en tel ordre et en tel nombre que Ton voudra, devient infmiment 
petite pour des valeurs infmim^nt grandes de m et de n, il est clair que la 
sornme s', et toutes celles qu'on pourra en deduire en ajoutant a s%* ] quel- 
ques-uns des termes exclus du Tableau (2), convergeront, pour des valeurs 
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croissantes de m et de n, vers une lirnite fixe s. Dans ce cas, on dira que la 
serie (i) est convergent, et qu'elle a pour somme la limite s. Dans le cas 
contraire, la serie (i) sera divergente, et n'aura plus de somme. 

Lorsque les termes exclus du Tableau (2), etant ajoutes les uns aux autres 
en nombre arbitraire, ne donnent jamais, pour des valeurs infmiment grandes 
de m et de n, que des sommes infmiment petites, on peut en dire autant a 
fortiori de ceux d'entre les memes termes qui appartiennent a une ou&plu- 
sieurs colonnes horizontales ou verticales du Tableau (i). II suit immediate- 
ment de cette remarque que, si la serie double comprise dans le Tableau (i) 
est convergente, chacune des series simples comprises dans les colonnes 
horizontales ou verticales du ineme Tableau le sera pareillemenl. Desi- 
gnons, dans celte hypothese, par 



le r6sultat qu'on obtient en ajoutant les sommes des m premieres series 
horizontales du Tableau (i), c'est-a-dire les m premiers termes de la s6rie 
simple 

(3) Ho-h^H- K 2 4-. . ., H' O -H a\~}~ Mj-H- * "o ~^ "i + M s + - > 

* ........... > ......... * ....... ? . . . . ........... , 

et par 

s * 

le resultat qu'on obtient en ajoutant les sommes des n premieres series ver- 
ticales, c'est-a-dire les n premiers termes de la serie simple 

(4) 



^m) sera evidemment la limite de 1'expression s\^ pour des valeurs crois- 
santes de /i, et ^ la limite de la m&me expression pour des valeurs croissantes 
de m. Par suite, il suffira de faire croitre incl6finiment m dans s< /n > et /i dans 
s n pour faire converger s< m > et ^ vers la limite s> On pent done enoncer Ja 
proposition suivante : 

TflfionliME I. ~* Supposons que la serie double comprise dans le Tableau (i) 
soit convergente; et designons par s la somme de cette serie. Les series (3) 
et (4) seront egalement convergentes, et chacune d'elles aura encore pour 
somme la quantite s. 

Concevons maintenant que les vaieurs num6riques des quantit6s comprises 
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dans le Tableau (i) soient respectivement designees par 



(5) P" 



Po* PP Pa> 



Les termes du Tableau (0 qui se trouvent exclus du Tableau (sj, etant 
ajoutes les uns aux autres en tel nombre que Ton voudra, fourniront evi- 
demment tine somme inferieure ou tout au plus 6gale (abstraction faite du 
signe) a la somme des termes correspondants du Tableau (5). Done, si, pour 
des valeurs infiniment grandes des nombres m et /i, cette derniere somme 
devient infiniment petite, ii en sera de meme a fortiori de la premiere; ce 
qu'on pent encore exprimer en disant que, si la serie double comprise dans 
le Tableau (5) est convergence, la serie (i) le sera pareillement. J'ajoute 
qu'on sera completement assure de la convergence de la s6rie double com- 
prise dans le Tableau (5), toutes les fois que, les series horizontales de ce 
Tableau Slant convergentes, leurs sommes, savoir 



formeront elles-memes une sSrie simple convergente. En effet, soit, dans 
cette hypothese, un nombre aussi petit que Ton voudra. On pourra choisir 
m assez considerable pour que 1'addition des sommes 



et, par suite, celle des termes du Tableau (5) affectSs d'un indice superieur 
au moins 6gal ^ m, ne produise jamais un r6sultat plus grand que js. I)e 
plus, le nombre m 6tant d6termin6 comme on vient de le dire, on pourra 
encore, puisque chacune cles series horizontales du Tableau (5) est conver- 
gente, choisir n assez considerable pour que chacune des sommes 

P -H P/14-1 H- P/l+2 -+--> 

Pn 



soit egale ou inferieure a e; auquel cas 1'addition des termes qui, dans le 

& 2m 
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Tableau (5), portent un indice superieur plus petit que m et un indice infe- 
rieur au moins egal a n, ne produira jamais un resultat plus grand quc e. 
Les deux conditions precedentes etant remplies,.il est clair que, dans la 
serie (5), les termes affectes d'un indice superieur au moins egal a m et 
d'un indice inferieur au moins egal a n ne pourrorit donner par leur addi- 
tion mutuelle qu'une somme tout au plus egale a e. Done- cette somme 
deviendra infmiment petite, si Ton attribue aux nombres m et n cles valeurs 
infmimenl grandes, puisque alors il sera permis de faire decroltre s au dcla 
de toute limite assignable. Done I'hypothese admise entraine la convergence 
de la serie (5), et par suite celle de la serie (i). En cotnbinant ce principe 
avec le premier theoreme* on en deduit une nouvelle proposition que je vais 
enoncer. 

TnfiORfcME II. Supposons gue, toutes les series horizontals du Tableau (i) 
etant convergences, leurs somrnes, savoir 

(3) M 4- z/i-h W 2 -i-- . ., M' 4- u\ -H M' 2 -K . ., ul -*~ u l "+ w a + > 
* .............. ? * ............... > ............ - 

forment encore une serie convergente, et que cette double propriete des series 
horizontales subsists dans le cas meme oil I' on remplace chaque terme da 
Tableau (i) p ar sa valeur numerique. On pour ra des lors affirmer : i gue 
toutes les series verticales sont convergentes ; 2 que leurs sornmes, savoit* 

(4) w 4- u' Q H- ul -+- . . . , Ui H- u\ -f- u'[ H- . . . , u* 4- ' 2 -h III -+- . . . , 



forment encore une serie convergente; 3 e;*/m ^e /a somme de la serie (4) 
est precisement egale a celle de la serie (3). 

Corollaire /. Le th6orerne precedent subsiste lors mme qu'on suppose 
quelques-unes des series horizontales ou verticales composes d'un nombre 
fmi de termes. En effet, chaque serie de cette espece peut ^tre consideree 
comme une serie convergente ind6finiment prolongee, niais dans laquellc 
tous les termes dont le rang surpasse un nombre dorme s'evanouissent. 

Corollaire II. Soient 

( U Q , u^ w 2 , us, 

(7) 

( ^o> ^i, ^2, r a . . . 

deux series convergentes qui aient respectivetnent pour sommes les deux 
quantites 5, 5', et dont chacune reste convergente lors m6me qu*on r^duil 
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ses differenls lerrnes a leurs valeurs mimeriques* Si Ton forme le Tableau 



(8) 



on reconnaitra sans peine que les series horizontales de ce Tableau jouissent 
des proprietes 6noncees dans le theoreme II, et que leurs sommes sont res- 
pectivement 

(9) <VS Vis, ?is, r 3 .* ---- 

Par suite, en vertu du theoreme II et de son premier corollaire, les sommes 
des series verticales, savoir v 



tormeront une nouvelle s6rie convergente; et la somme de cette nouveile 
serie sera 6gaie a celle de la s6rie (9), c'est-a-dire 6videmment au produit ss r . 
On se trouve ainsi ramen<5 par la consideration des series doubles au theo- 
reme VI du Chapitre VI ( III). 

Corollaire ///. Si Ton appelle x le sinus d'un arc compris entre les 



limites 



iTT 

? 

2 



? et z sa tangente, on trouvera 

2 



Cela pose, puisque, en vertu de la formule (89) (Chap. IX, II), on a, pour 
des valeurs numeriques de z inf6rieures a 1'unit^, 



on en conclura, pour des valeurs numeriques de x in'f^rieures a -= 



t ^3 3L 

-i - & J 



-.1 

! 



s 
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ou, ce qui revient au meine, 



3 


X* 


3. 

i._. 


,5 x 


3 


.5. 


7 


x' 


2 


T 


2, 


,4 5 H 


2 


.4. 


6 


7 




X* 


5 


.-r 5 


5 


-7 


x" 






"T 


2 


T 


2 


4 


7 










,^ 5 


h z 


3? 7 












T H 


2 


7 







Comme Ies series horizontales comprises dans le second membre de 1'equa- 
tion precedente remplissent evidemment Ies conditions enoncees clans le 
th6or6me II, tant que la variable x conserve une valeur numerique inferieure 

a ? il en resulte que cette equation peut s'ecrire ainsi qu'il suit : 

X 5.3 5 



arc si n^ = 



3 



2.4 



-hi 



7-5.3 
27^76 



2.4 

x =. -4- 



De plus, si dans la ibrmule (5) du Chapitre IV ( III) on attribue a y la va- 
leur negative 2, et a ^ Time cles valeurs positives 3, 5, 7, . . ., on en tirera 
successivement 









5 


} 















I ~~" 


> 










2 


2 








3 


.5 


5 


I 


3 






2 


4 


2 


2 


4 


' 


7.5.3 


7 


5 


, 7 


I 


3 


.5 


2.4.6 


2 


4 


~l 

2 


2 


4 


.6 



et par suite on trouvera definitivement 



(.2) 



arc s 



x -\ --- - 



1 X* 

2 3" 



1.3 * 

2.45 



. 3 . 5 



3? z= 
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l\ est facile de prouver, a 1'aide du Calcul infinitesimal, que cette derniere 

equation subsiste non seulement, entre les limites x~ 5 #-{- , 

V/2 v /2 

mais aussi entre les limites # = i, x-=.-+-i. 

Corollaire IV. En vertu de la formule (20) (Chap. VI, IV), on a, pour 
toutes les valeurs de x renfermSes entre les limites i et -+ i, 



x* 



ou, ce qui revient au m&me, 



x 
i 



I \ X* 



20 



I \ X* 



- -o 
1.2 3 



/ T I \ X k _ / I T 

M H 1- T / ^ ( 5 "I 

' ^ 2 3/4 \1.3 1.2 



T \, nfk 

1 \* JU 



^r* 
4 



Comme les series horizontales que comprend le second membre de 1'equa- 
lion precedente remplissenl les conditions 6nonc6es dans Je theor&me II, 
tant que la variable x conserve une valeur num6rique inf^rieure a 1'unile, i! 
en r6sulte que cette equation peut s'6crire ainsi qu'il suit : 



I X X" X* 



r i t ^ 3 / i i i \ ^? 4 

_i_ ,,2 / i ..[_ \ 

T^ Lfc I - . "~ I ~T^ f, ^^ ,^ I . 

r [1.2 3 V 1 - 2 f -3 2.3/ 4 



-...] 
,..] 



(x == i, x -j- i). 
Mais on a dejk trouve (Chap. VI, IV, problme I, corollaire II) 



etant la caracteristique des logarithmes n6periens. Les formules (i3) et 
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(i4) devant s'accorder entre elles (voir le theoreme Vldu Chapitre VI, IV), 
on en conclura, pour toutes les valeurs de x renfermees entre les li mites i 

et 4- 1, 

2 3 4 * ' *' 

I N 
2 



.3 



1.2 



1.2 



Dans ce qui precede, nous n'avons considere d'autres series doubles, *con- 
vergentes ou divergentes, que celles dont les cliff6rents termcs sont des 
quantit6s r6elles. Mais ce qui a 6te dit & 1'egard de ces series peut egalement 
s'appliquer au cas ou leurs termes deviennent imaginaires, pourvu qu'alors 
on derive partout expression imaginaire au lieu de quantite, et module au 
lieu de valeur numerique. Ces modifications etant admises, les theor&mes I 
et II subsisteront encore. C'est ce que Ton demontrera sans peine, en s'ap- 
puyant sur le principe suivant : 

Le module de La somme de plusieurs expressions imaginaires est toujours 
infer ieur a la somme de leurs modules* 

Pour etablir ce m^me principe, il suffit d'observer que, si Ton fait 

p(cos#H-\/ i sin0) -Hp'(cos0'-h v/ i sin 9') 4-. . . 



p, p r , . . ., R designant des quantit6s positives, on en conclura 

(p si 



et, par suite, 
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NOTE VIII. 

SUR LES FORMULES QUI SERVENT A CONVERTIR LES SINUS OU GOSINUS DE8 MULTIPLES D 7 UN ARC 
EN TOLYNOMES DONT LES DIFFERENTS TERMES ONT POUR FAGTEURS LES PUISSANCES ASGENDANTES 
DU SINUS OU COSINUS DE CE MEME ARC. 



Les formules dont il est ici question .sont celles que nous avons construites 
en resolvant les deux premiers probl&mes enonces dans le paragraphe V du 
Chapitre VII, et qui s'y trouvent affect6es des numeros (3), (4), (5), (6), 
(9), (10), (u) et (12). Elles donnent lieu aux remarques suivantes. 

D'abord, si, dans le calcul & 1'aide duquel on etablit les formules (3), (4), 
(5) et (6), on substitue aux equations (12) du Chapitre VII ( II) les Equa- 
tions (a4) du Chapitre IX ( II), on reconnaitra immediatement que les 
memes formules subsistent dans le cas ou Ton remplace le nombre entier m 
par une quantit< quelconque p., tant que Ton suppose la valeur numerique 

de z inferieure h T - Ainsi on aura, dans cette hypoth&se, 

4 



(0 



cos u,s = i 

' 



1.2 



(JUL-H 2)a.a(a - 2) 

il - - ^1- - ^ 



- 

J.2.3.4 



4) 



et 



(3) 



(4) 



J = COS3 I 

L '' 



4)(ft + 2)^(fA 2)(p. 4) . ., 

_ _ : - M.LJ <4J ' 

1.2.3.4.5 



I .2.3.4 

l) |UL(|JL l) . 3 ^ 
1.2.3 



sin*-- 1 
...j, 



3) w 
sm * - 



OEuvres de C. S. II, t. III. 



^ 


sin 2 z 


i 


2.4 sin 6 ^ 




2 


' 3 4 

i sin 3 z 

\ . , i 


1 3.5 6 

i.3 sin 5 ^ 

i 






' 2 3 


2.4 5 
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De plus, en vertu des principes etablis dans le Chapitre IX ( II) et dans la 
Note precedente, on pourra developper, non seulement cos^-s et siiijuis, mais 
aussi les seconds mernbres des formules (T), (2), (3), (4), suivant les puis- 
sances ascendantes de p.; et, comme les coefficients de ces puissances devront 
alors &tre les memes dans le premier et le second membre de chaque forrnule, 
on obtiendra, en comparant deux a deux les coefficients dont 11 s'agit, line 
suite d'equations parmi lesquelles on distinguera celles que je vais ecrire : 



() 

(6) 

^> t_/ . . LJ. <S 

Nous supposerons toujours ici la variable z comprise eatre les limites j-> 

-4- - Mais on d&nonlre facilement a 1'aide du Calcul infinitesimal que, sans 
4 

alterer les equations (i), (2), (3), (4), (5), (6), ..., on pout y faire croitre 

TC 

la valeur numrique de z jusqu'a Ajoutons que, en prenant sins = .#, on 

fait co'incider 1'equation (6) avec la formule (12) de la Note VII, ct liqua- 
tion (5) avec la suivante : 

2 J?'* 2.4 X* 2.4.6 .X' 8 

fOTT* Cin y* i * T 1 ^ 1 ! - - i -- _ I 

\ a 1 U 1 J J C' 1 X/ 1 > l^ n ,.> ~T>~ i o f> ~~7~ ~~T~ .... 

32 3.5 3 3.5.7 4 

Cette derni&re se trouve dans les Melanges d' Analyse, publies en i8i5 par 
M. de Stainville, r6p6titeur a J'Ecole royale Polyteclmique. 

Concevons a present que, dans les formules deja citees du Chapitre VII 
( V), on attribue h la variable z une valeur imaginairc. On conclura sans 
peine des principes dSveloppes dans le Chapitre IX ( III), qu'elles ne cos-' 
seront pas d'etre exactes. Supposons, par exemple, 



I 6tant la caract6ristique des logarithrnes neperiens. Comme on aura, dans 
cette hypoth^se, 



e~ lx ) = - [ x + 
2 x 



X 



NOTE VIII. 
el generalement (n designant un nombre entier quelconque) 



1 / i 
cosnz -=. - \ x n -\ 

2 " 



on tirera des equations (3), (4), (5), (6) (Chapitre VII, V) : 1 pour des 
valeurs paires de m, 



(7) 



(i l~ m.m ( i 
X H = 2 I ~i 7- (X 
x" L I 2.4 \ x 



2,4.6.8 

4) ( m H- 2 ) m . m ( m 2 ) ( m 4 ) 
2.4.6.8. 10. 12 



X 



(8) 



__,.__,_, 



: -j- 2 ) m ( in 2 ) 



2.4.6 \ x 

(/n-j- 4) (m +- 2) m(m 2) (m 4) 
2.4.6.8. 10 



2 poor des valeurs impaires de #z, 



(9) 



f / i\ r 

(X + - I -4- 

' V d?y L 






(10) 



g I j x 

2 V X 



2.4.6.8 

(mH-i)m(w i) 






2.4.6 \ x 

4- 3 ) ( m 4- 1 ) w ( 77i i ) ( m 3 ) 



/ A 5 1 

(x ) -K.. . 

V x J 



Les forrnules (9), (10), (n), (12) du paragraphe V (Chap. VII) fourniraient 
des resullats analogues. 

Revenons maintenant k la formule (3) du mme paragraphe. En veriu de 
cette formule, 'cosm^ est, pour des valeurs paires de m, une fonctiori entiere 
de sinz, du degr6 m; et, comme cette fonction doit s'6vanouir, ainsi que 
^, pour toutes les valeurs cle z comprises dans la suite 



(in I)TT 



2 m 



BTT it 7i 3?r 

2771 5 277l' 2771 2/71 



(m 1)71 
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il est clair qu'elle sera divisible par cbacun des facteurs bin6mes 

. (m I)TT . . STT . TT 

2 ttl ' ' * " ' 2 1H ' ~ 2 771 ' 

. ( m 1 ) 71 . .371 . .71 

sins sin- > ..., sin^ sin sins sin > 

2 m 2m 2 m 

et, par cons6quent, 6gale au produit de tous ces facteurs bindmes par le 
coefficient numerique de sin*, savoir 

j(m-f-7?i 2). . .(m -\- i}m.m(m 2)...(/?i 771-1-2) ^ ,_, 

On aura done, pour des valeurs paires de m, 

, , . f . , TT . 9 \ / . , 3?r . , \ / . , (m I)TT 

(n) cosm^z^ 2" z - 1 ( sin 2 sin 2 ^ j ( sm 2 sm 2 s j . . . (sin 2 : ' 

\ i j \ j y ^ //t 

Par des raisonnements semblables, on tirera des formules (4), (5) et (6) 
(Cbap. VII, V) : r pour des valeurs paires de m, 

(13) sinm^=2 w - 1 sin2 cos sf sin 2 sin 2 ^ j ( sin 2 sin 2 ^ ). . . (sin 2 ^7-^ sin 2 2 

2 pour des valeurs impaires de m, 

/ l3 x cosmszra'^coss/'sin 51 -sin^Vsin 2 - sin 2 ^ ("sin 2 ( ^ 

V 2m y\ 2m / "\ 2 

et 

(14) sinmsnia"*- 1 sin^f sin 2 sin 2 s ) (sin 2 ~~ sin 2 s ) . . . (sin 2 - 
v ' \ - M-> / \ <- KM i \ ,i 



Si dans les quatre 6quations qui precedent on reduit la parlie constanle de 
chaque facteur bin6me k I'unit6, en ecrivant, par exemple, 



i- 
au i ieu 

. 9 7T 

sin 2 - 



les facteurs numeriques des seconds membres devi'endront 6viclemment 
egaux a ceux des termes qui, dans les formules (3), (4), (5), (6) du Cha- 
pitre VII ( V), sont ind6pendants de sin^ ou renferment sa premiere puis- 
sance, c'est-&~dire ^ 1'unite ou au nombre m. En consequence, on trouvera : 



p *tfif?', 
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i pour des valeurs paires de m, 



2/n 



2m/ 



sin . 



2m 



/ AN - / sin^s \ / sin-5 \ / 
(ID) smms m m sin 5 cos 5 / i \ / i \ / i 

1 OTr -M sin^J ( 



Siflr-s 



V 



sin 2 



2/n/ 

2 pour des valeurs impaires de m, 



2/n/ 



. 9 

sin 2 



2 7T | ? 

' 



2m 



COS^ 1 



, , 

(17) 



, ov 

(18) smms=: m sin^/ r 



sin 



JL 

2/71 



123 \ /i 
H 





37T 



. 

2 71 

> 



iV 



SUV 



4-7T 



\ 2 my \ 27n/ 

De plus, si Ton observe qu'on a generalement 

. 97 . , COS2<7 COS 2^ 



. , (m I)TT 
sin 2 - - 
2m 



('9) 



(20) 



on reconnaltra sans peine que les Equations (n), (12), (18) et (i4) peuvent 
elre rempiacees par celles qui suivent 



COS25 COS COS2S COS - * ' M COS2 COS 

V m) V m J \ 



T-' / 271 ! , 

= 2^ sin 2 5 cos 2 5 cos cos2^ - cos 

m J \ m 



( in 2 ) TT 

COS 25 COS 



:~2 - COS Z COS 2 5 COS COS 25 COS 

\ m I \ m 



( COS25 COS- 




2 sin 5 ( cos 2 5 cos I ( cos 2 ? cos ) ( cos 2 z cos - 

V in J\ m ) \ 



les deux premieres se rapporlant au cas ou m est un nombre pair, et les 
deux dernieres au cas ou m est un nombre impair. 

Les douze Equations qui precedent subsistent egalement, quelles que 
soient les valeurs r6elles ou imaginaires attributes a la variable s. On pent 

done y remplacer cette variable par z, par \j i Ix, Dans le pre- 
mier cas, on obtient plusieurs Equations nouvelles correspondantes aux 
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tommies (9), (10), (u), (12) du Chapitre VII ( V). Dans le second cas, 
les equations (19) et (20) donnent respeclivement, pour des valours paires 
de m, 



(21) 



, * 

= tf 2 COS 1 



. 371 I 
CO 1 2 COS \ - 

m x 



,2? 2COS- 



-I)7T I >> 

+ ,*V 



77* 



X n 



X' 



--2 cos- 



27T 



Z' 2 2 COS 



( 7?Z 2 ) 7T I 



771 



(22) < 



et, pour des valeurs impaires de m, 



i / M / o rc r 

= d? -| a? 2 2 COS H- ; 

"* * #/ V W ^ 



( m 2 ) TT 

- 2 COS :: 1 ; 



2 COS 



271 T 



2 COS - 



ni 

2)71 



---- 1 -- j 



ce qui s'accorde avec les resultats oblenus dans le Chapitre X ( II). 

II nous resle encore k indiquer plusieurs consequences assez reinarquables 
que fouruissent les equations (n) et (i5), (12) et (16), (i3) et (17), (i4) 
et (18). Lorsqu'on developpe leurs seconds membres suivant les puissances 
ascendantes de sinxr, les coefficients numeriques de ces puissances doivent 
6tre evidemment les inemes que dans les formules (3), (4), (5) et (6) du 
Chapitre VII ( V). De cette seule observation on deduira imrnediatement 
plusieurs Equations nouvelles auxquelles satisferonl les sinus des arcs 



7T 271 

a 7/i 2 7M 



3 71 



On trouvera, par exemple, pour des valeurs paires de m, 

. TT . , 3?r . . (m J)TT 

I rr: 2 m ~ 1 Sin 2 Sin 2 Sin 2 - ) 



(23) 



2 7?Z 2 77^ 



, . 27T . . 4-TC . (/71 2)71 

^znr 2 W ~ 1 sm 2 sm 2 --^ sin 2 -^ ' : 



(24) 



m . m 

i .2 



sm 2 



sm^ 



2 77i 



sin- 



7 

I)TT 

' 



(771 + 2) (m 2) __ . i r i 

: - | - |- ^ ^ ^ _j~ . . 

i 2 . . 2 71 . , 4 71 . n ( m 2 

sm 2 sin 2 sin 2 - 

2 771 2 77^ 2 771 
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et, pour cles valeurs impaires de m, 



(25) 

I 2 m 2 m 

1( m -i- i ) ( m i ) __ i 
7^ - T~ ;r 
O A>1 

(26) 



' a - 3 



2 m 2 m 2 m 



J'ajoute que, si Ton mulliplie par ( ) les deux membres de chacune cles 

\ m J 

equations (24) on (26), on en conclura, en faisant croftre m mdefmiment, 

, * ' IT 2 III 

(27) IT = J H --- h -7 4-7- -*-..., 

8 /9 20 49 

/0\ 7l2 I I I I 

(28) ~ I4 . + ^ + _4_ _^ ---- 

t> 4 9 16 25 

En effet, consid6rons, pour fixer les id6es, la seconde des Equations (24). En 
multipliant ses deux membres par (~ J ? on trouvera 



<9> ?!--* 



37CV 

m / i _ 2 /^ 



sin 2 sin 2 
; //^ 



Soil d'ailleurs /i un nombre erilier inferieur a Designons a Tordinaire par 



2 



la notation M(a, 6) une moyenne entre les quantit6s a et b. Enfln observons 

1C 

que le rapport-: est toujours (voir la page 66) compris entre les limites r, 
sin cc 

- 7? et que Ton a par suite, pour des valeurs nurn^riques de x inferieures 

cos oc 



"^ ~~' ^V 



, TT 
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Le second membre de 1'equation (29) sera evidemment la somme des deux 

poljnomes 



/27r\ 



\mj , _i \ w / 



Q 

sin 2 sin 2 



4 Q 

2 



n>L^ 

* L 



-I- . - . -}- 



dont le premier, en vertu de 1'equation (u) des Preliminairos, pourra fll.ro 
presente sous la forme 

i i i \ * / * \ 

I? ....... \, 



j _!_ _ -^ _ n _ e a > _!_. iTJ 

4 Q rt V I * 7 >- ^ I 

y y \ cos 2 - / 

\ ' / 

taridis que le second, compose de n t termes, tons infericurs a -, 

restera conapris entre les limites o et - Cela pftse, I'cujualion (29) 
deviendra 

f ( l - A) = C IH _ ' + 1 +. . . ^ 2.] M/"r, _A._-\ + ?.?? M(o, i), 

o \ rnr j \ . 4 9 4 / i ..^.i ,,2 >. / 



et Ton en conclura imm6diatement 



Gette derni^re forinule subsiste, quels que soient Jcs riombres enticrs m et n, 
pourvu que Ton ait -m> n. En outre, il est aise de voir que, si Ton proud 

constamment pour -m le plus petit des entiers superieurs a n* (a desipiant 

2 

un nombre compris entre i et 2), les rapports 5 ^ convorgeront ensomhlo, 

fyi /i 

pour des valeurs croissantes de 72, vers la limite z6ro, et le second niembro 
de la formule (3o) vers la limite -^- Le premier membre clevant avoir la 



* 111 ,|1 If", I Jv.II M 
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Ill I 

, * . I * I . I 



'ja f tfi/r It* cowllairo du 



III, 



411$ i 4t iiit*ii!ri*i\ nit u lirera, o,n divisaut ses deux 



* I i 

* I i ill 



$ $ 

t| Vt4 

IVtjtwfitw (^7), qu'on pent deduire 

t*ll * < '* i) Oil (*4li), 

l**n*u* rtMiianiiuM* (juo, pour (Uahlir I( v s 

IM), it H i*t tri) du rjmpitrc VII ( V), 
i*ii^ t 1*1 fftiYtii y parviont LrcNs proinple- 

* tin Uiii{iilr0 IX (| I), savoir 



I '45 t*080 -I- 5* " ' 

3HIM& 

t (3 "^ - 1, 3 ':.- 
I "45 I'OSV -t- 5 8 

[J-i|. On IMI liwa f ptnir des valurs 



It, f III 



58 



1(1 -^U 


ti) UK ^ ; t -4- - u tl . . u, L ^ uji (r s /z ), 




, __ I 2 I 3 __ r 2 / -f_ ^ 




-HI /lH-1 2 /n-i g -,n-l ' -H ^ /i+lV *+lJ 
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devienne infmiment petite. Cette condition etant remplie, comme on a gene- 
ralement 

, MS // ^ X * X'* 

(5) /( I + a? ) = #_-_+__-_+... 

(07=11, t -c = +i), 
on trouvera, pour des valeurs de n tres considerables, 



(6) 



rt , e rt +i, . . . designarit encore des quantites infiniment petites; puis Ton 
en conclura, en repr6sentant par m un nombre entier quelconque, et par 
j s une moyenne entre les facteurs i it e n , i : e^-i, . . . , 

/ 1(1-+- )-+- J(lH-M/H-i) + .. .+ /(H- /H - OT -i) 
(7) 5 I 

j -m U,,H~ "rt+l -K.. H- MH-;;i~l - ( ",* -4- ", 2 iH -i + - . H- "Lwi-i) ( r e). 

Coricevons main tenant quc, dans la formule precedente, on fasse croitre le 
nombre m au dela de toute limite. Selon que chaque membre de la formule 
convcrgera ou non vers une limite fixe, la serie (2) sera convergente ou di- 
vergente. Cela pose, Tinspection seule du second membre suffira pour etablir 
la proposition que je vais 6noncer. 

L SI la sdrie (i) et la suivante 



(8) 



, 



sont I' une et I'autre convergences, la serie (2) le sera pareillenient, et par 
suite le produit (3) convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers une 
limite finie differente de zero. Mais, si, la serie (t) etant convergente, la 
serie (8) est diver gente, le second membre de la formule (7) ayant alors pour 
limite Vinfaii negatif, le produit (3) converger a necessairement vers la limite 
zero. 

Corollaire L Si la s6rie (2) etant convergente a tous ses termes positifs, 
ou si elle demeure convergente lors meme qu'on reduit ses differents termes 
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a ieurs valeurs numeriques, on sera evidemment assur< de la convergence 
de la s6rie (8); et, en consequence, le produit (3) aura pour limite une quan- 
Ut6 fmie differente de zero. C'est ce qui arrivera, par exemple, si le produit 
en question se reduit k Tun des suivants : 



Corollaire 11. Comme la s6rie 



ost convcrgcnte, tandis que les carres de ses diff6rents termes, savoir 

iii 

I . i TT ) -j ) ') 
2 O 4 

formcnl une s6rie divergente, il resulte clu thoreme 1 que le produit 



a x6ro pour limitc. 

Corollaire III. Le th6or^me I subsiste evidemment dans le cas meme ou 
parmi les premiers termes de la s6rie (i) quelques-uns deviendraient infe- 
ricurs a i. Seulement, lorsqu'on admet cette nouvelle hypothese, on doit 
romplacer dans la s6rie (2) les logarithmes des quantites negatives paries 
logarithmes do Ieurs valeurs numeriques. Cela pos6, il est clair que, pour 
des valeurs croissantes de n, le produit 



convergera, quel que soit x, vers une limite fmie differente de zero. 

Corollaire IV. Toutes les fois que la s<rie (i) est convergente, le pro- 
duit (3) converge, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite fmie 
qui pent se nSduire ik zero. 



462 COURS D'ANALYSE. 

Lorsque la limite du produit (3) est fmie, sans etre nulle, on ne peul pas 
toujours assigner sa valeur exacte. Dans le petit nombre de produits de cette 
espece auxquels correspond une limite connue, on doit distingner le suivant 



(9) 



dont nous allons a present nous occuper. 

Quand, apres avoir pose #:n-5 on fait croitre n indefmiment, le pro- 
duit (9) converge vers une limite finie represcntee par la notation 



10 



Pour determinei' cette limite, il suffira de rccourir a Tequation (16) ou (18) 
de la Note pr6c6dente. Considerons, pour fixer les idees, I'equation (16). Si 

Ton y ecrit partout au lieu de z, on trouvera, ])our dcs valeurs pa ires 
de m, 

j sin 2 

... . z z / m 
(n) sins z=m sin cos j r 

m m \ . . IT 

\ SIM' 

\ /". 

el, par suite (en supposant la valeur numerique de z infericure a TT, el le 
nombre m egal ou superieur a 2), 



, x . SI 113 

(12) / 





-L. n , _., . . _u / , _ _ 




m sin - cos 
m m 



Soient d'ailleurs n un nombre entier inierietir a -m, i -+ a une quantiio 
moyenne entre les rapports 





NOTE IX. 

cl i -t- une autre quantite moyenne entre les expressions 
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n i- 



sin- 
m 



m 



suv 



. . (n -h 2)7: 

, w 2 j _ ______ ' 



/ 1- 



sin- 
m 



m 



sin 



. . ( m 2 ) TT 
sin*- 



-? * > 



m 



sin" 



771 



Le second membre de 1'equation (12) sera evidemment la somme des deux, 
polynomes 



sin- 
m, 



sin 2 
m 



. o 

sin 2 
m. 



. . 
sm 2 



sm* 
ni 



sin 2 
m 



sin 2 



^(ft+O* / I dnlill5 



clont le premier pourra etre pr6sent6 sous la forme 



tandis-que le second prenclra celle du produit 



sin 2 



/ 



, / 



(/I H- 2)7T\ 2 



m 



sm 2 



m , - 

1 sm- 

2 



(14-6) 



que Ton peut r^duire (en vertu des principes 6tablis dans la Note prece- 
dente) a 



sin 



m 
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Cela pose, 1'equation (12) deviendra 



msm cos 
m m 



sin 2 



et Ton en conclura, en faisant, pour abreger, 

sia 2 

i m i -h 



puis, revenant des logarithmes aux nombres, 

/ sins 



\ m sin cos / 
\ m mj 

Supposons maintenant que, la valeur de n etant choisie arbitrairement, on 
prenne pour \m le nombre entier immediatement superieur a n a (a desi- 
gnant un nombre fractionnaire ou irrationnel compris entre i et 2). JLorsquc 

la valeur de n deviendra tres considerable, les quantit<s > , a, 6, y, 3 

7?i ft 

seront infmiment petites, le produit 

sin 

s z m z 

m sin cos - z cos 

in 

diff6rera tr^s peu de s, et par suite le second membre de 1'equalion (i5) 
s'approchera indefiniment de la limite 

sin^ 



Le premier membre devant converger vers la m&me limite, on aura n6ces~ 
sairement 



___ . 
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Cette derniere formule se troave ainsi demontree dans le cas ou la valeur 
numerique de z reste inferieure a TT. Alors les quantU6s doni nous avons pris 
les logarithmes sont toutes positives. Mais la demonstration donnee subsiste 
egalement pour des valeurs numeriques de z sup6rieures a TT, lorsque Ton 
convient de remplacer le logarithms de chaque quantite negative par le loga- 
rithme de sa valeur num6rique. En consequence, liquation (16) demeure 
vraie, quelle que soil la valeur reelle attribute a la variable s. On ne doit pas 
mme excepter le cas ou Ton supposerait 



k designant. un nombre entier quelconque, puisque, dans cette hypothese, 
les deux membres de 1'equation s'6vanouiraient en meme temps. 

L'equatiori (16), une fois 6tablie, en fournira immediatement plusieurs 
autres. Ainsi, par exemple, on en tirera, pour des valeurs reelles quel- 
conques des variables #, y, z, 



I i H i TT 

\ v */ v KJ v " 

et 



siny y TT 



irr 

Si dans 1'equation (17) on fait 5= -> on trouvera 



__ 

1 "" "2 2 2 4 4 6 6 ' " ' 

et par suite on obticndra le d^veloppement de - en facteurs, d6couvert par 

2 



le geometre Wallis, savoir 



7T 

On trouverait de meme, en faisant s = T ? 

4 

TT _ i 4 4 8 8 12 jf_2 16 
(20) "" 
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Si dans 1'equation (18) on pose & la fois 



. 

= --* et 



on en conclura 



(21) 



2.G 



On pourrait c!6duire directement la meme formule de 1'equation (i5) ou (17) 
(Note precedente), en y remplagant s par ^ puis faisant converger le 
nombre m vers la limite oo. Observons enfm qu'on tirera de 1'equation (16), 
en y supposant la valeur num6rique de s inferieure a TT, 



(22) 



sins 



~2 \ / -2 

I -h K I 777T- 



1 5* / I I 

7 I-h -y -H -ol ' 

2 7T 4 V 2 S 



Comme on a cFailleurs, dans cette hypoth^se, 



sins 



(23) 



. sins ., 



1.2.3.4.5.6.7 



L2.3V 4-5 4-5.6-7 
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et, par suite (en vertu des principes etablis dans le Chapitre VI et dans la 

Note VII) 



5 6 1.2 2301.2.3.4 3421.2.3.4.5.6 "*' 

la c.omparaison des coefficients des puissances semblables de z dans les for- 
mules (aa) et (24) donnera les Equations 



i r 

' + ? + 3i H 

I I 


I I 27T 2 

h 4 a 6 17^ 

I I 2 3 


_ 


= !' 


2* 3 4 

I I 


4 4 3o 1.2 

1- T H- - I 


.3.4 
2 5 7r 6 


90 

7T 6 


a 3' 


/I 6 /. <> 7 i) 

:| i| 2 I . / 


.3.4 


.5.6 945 



dont la premiere s'accorde avec la forraule (28) de la Note VIII. Les facteurs 
r 



qui entrent dans les seconds membres de ces 



r r 
numcnques ->* 77- 

1 6 3o 

equations sont ce qu'on appelle les nombres de Bernoulli. Ajoutons que, si 
Ton designe par am un nombre pair quelconque, on aura g6neraiement 



r 

"""" J 



32m ~"* " 



i i i 

! + + _ -^ _ . 

204 



Dans ce qui precede, nous avons seulement consider^ des produits dont 
tons les facteurs etaient des quantit6s r^eiles, et des series dont tous les 
tcrmcs etaient reels. Mais on doit remarquer : i que, en vertu des principes 
fitablis dans le Chapitre IX [voir liquation (87) du II, etl'equation (26) 
du III], la formule (5) subsiste dans le cas meme oil la variable x devient 
irnaginaire; pourvu que son module reste inf6rieur a Tunit6; 2 que le rap- 
port f - ' 



1.2.3 1.2.3.4.5 



converge vers I'unit6 toutes les fois que la valeur reelle ou irnaginaire attri- 
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buee a la variable z s'approche indefmiment cle zero; 3 enfm que les Equa- 
tions (i5), (16), (17) et (18) de la Note VIII subsistent egalement pour cles 
valeurs Teelles et pour des valeurs imaginaires de z. En partant de ces 
remarques, on parviendra bientdt a reconnaitre comment on doit modifier 
Jes propositions et les formulas ci-dessus d6montr6es dans le cas ou les 
expressions 

u Q , iii, w 2 , ..., x, y, s 

deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on etablira sans peine, a I'aide 
des formules (6), la proposition suivante, analogue au corollaire I dti theo- 
reme I : 



II. Supposons que la serie (i), etant imaginairej demeure con- 
vergente quand on reduit ses different^ termes a leurs modules respectifs. Le 
produii (3) convergera necessairement f pour des valeurs croissantes de n^ 
vers une limit e finie reelle ou imaginaire. 

De plus, on prouvera facilement que les equations (17) et (21) subsistent, 

lorsqu'on attribue & z une valeur imaginaire quelconque u 4- v \Ji ; d'ou il 
r6sulte : i qu'on peut expfimer par des produits composes d'un noinbre 
infini de facteurs les expressions imaginaires 



( 2 7) 



cos u 



a 
sin , 



et les carres cle leurs modules, savoir 



4- 



9 
cos 2 u 



2 que les expressions 



(29) 



arc 



arc tang 



- 
sin 2 u = 



COS2M, 



cos 2 u ; 



NOTE IX. 
sont respectivement 6gales aux deux sommes 

9 v c 
arclang arclang 4- arc tang 

U 7T U 71 4- W 

(; <> 

arc tang - 4- arc tang 
(3o) 

2 9 2 9 2 P 

arclang- arclang 4- arc tang 5 

TC a w TT 4- a # 3 TT 



a 
ai> 



arc tang ^ H arc tang 

3 TT 4- aw t)' 

augment6es ou diminufies d'un multiple de la circonf<rence 271. B'autre part, 
comme les expressions (29) et les sommes (3o) sont des fonctions continues 
de r qui s'6vanouissent toujours avec cette variable, on pent assurer que le 
multiple dont nous venons de parler se reduit \ zero. 
Si Ton suppose en particulier M = O, on irouvera 



(air *-t' / ^35 \ / V \ I v \ 

i -r-="(' + ?)( I+ ^)( I+ ^)- 1 



**<>* \ / ^ 

i+7^~7 h + 



On trouvera encore, en prenant M_~ . ^ 

er* 



(32) 



( 



arc tang ~r," = c tang^ - arc tang^ 

4- arc tang |^ - arc tang - 4- . 



et, en prenant a = ^, 

> _9. ,*i\ / n^O^X i , 

' + ^ 



(33) If!! 



- cos a p = 



Enfin, si dans la fotmule (82) on suppose la valeur numerique de % infe- 

"" 



ricure . l'uni.4, !e, deu, membres d. ceu, formula 

loppto suivant le. puissances ascendantes de , f et la -mpa -on d corf 
Bcients des puissances semblables dans les developpements dont ,1 .apt 
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fournira les equations 



(34) 



iii 

'~5 + 5 ~; 



I I T 



I I I 

1 -"31 + 51 - -*-+ 



7T 

4' 



32' 

57I 5 

i536' 



donl la premiere coincide avec liquation (4) du Chapilre IX ( II). 

Concevons maintenant que, apres avoir divise par 9 les expressions (29) et 
les sommes (3o), on fasse converger la variable 9 vers la limite zero; on 
trouvera, en passant aux limites, 



(35) 



i i 



i 



a TT u ir 4- a. 2 TT a 2 TT -h 
/i J i 



i 
u 



(36) 



tangu ; 



7T 
2 



7T 
2 



~ 2 , 



,_. 



ilE 

2 



3rr STT 

j_ Z u 

2 2 



H- 



I 



Comme on a d'ailleurs g6n6ralement, pour des valeurs numeriques de u \ 
rieures ^ celles de a, 

' I 2 M* 

= ^" h ^" h ^"" h -*- J 

on tirera des formulas (35) et (36), en supposant la valeur num6rique de u 

7T 

plus petite que -> 



(37)- 



2 II* 

~T^ 

2 a 5 



i 

4 1 



i i 
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(38) 



1 , i i 



i i 



5* f' 



i i 



Par suite on aura, en vertu des equations (a5) et (26), 



COU/ :;:z L __ ^ Uf ^ _^ 4 ^ 3 1^ 

" 6 K9 3oi.2.3.4 42 i. 2. 3.475~6 """' 



Si Ton ajoute cos dernieres, apres j avoir remplace u par t, on obtiendra le 
(I6veloppement en serie de 



cot J // -t- tang I = 
el Ton en conclura 



(40 



cos^w 



= acosecu, 






__ 
i.a.3.4 



Nous ne nous arrfitefons pas davantage sur les consequences qui derivent 
de la formule (17). On peut consulter sur cet objet Fexcellent Ouvrage 
d'Euler, qui a pour litre Introductio in Analysin infmitorum. 
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